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Chapitre 1

Courbes, étude locale.

On se place dans R™ que I'on munit du produit scalaire canonique (celui pour lequel la base
canonique est orthonormée) que ’on note (.,.). On note ||.|| et d la norme et la distance associées.
Dans ce chapitre, lorsque 1’on considerera une distance, il s’agira toujours de celle-ci.

1.1 Arcs paramétrés, arcs géométriques.

Définition 1.1.1 1) On appelle arc paramétré de classe CF (0 < k < oo) de R™, un couple
(I, f) ou I est un intervalle ouvert et f est une application de classe C* de I dans R™.

On aimerait pouvoir séparer les propriétés du paramétrage des propriétés de la courbe proprement
dite. Autrement dit, ce n’est pas la facon de parcourir le chemin qui nous interesse mais le chemin
lui méme.

Définition 1.1.2 On dit que deux arcs paramétrés de classe C* (I, f) et (J,g) définissent un
méme arc géométrique (de classe C*) A s’il existe un difféomorphisme 0 de J dans I de classe
CF tel que g = fof. Le sous-ensemble f(I) est appelé le support de A.

On rappelle que 6 : J — I est un difféomorphisme de classe C*, k > 1 si et seulement si 6 est
surjective de classe C¥ et vérifie V¢t € J,0'(t) # 0 (et donc 6 > 0 ou 6’ < 0 sur tout .J).

On dit que A est un arc géométrique paramétré par (I, f) (ou (J, g)) et que 6 est un changement
de paramétrage.

Remarque : Si (I, f) et (J,g) définissent un méme arc géométrique alors f(I) = g(J) mais la
réciproque est fausse. Il existe des arcs paramétrés ayant méme support mais ne définissant pas le
méme arc géométrique, comme le montre la figure 1.1.

FIGURE 1.1 — Deux arcs différents ayant méme support.
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Exercice 1 Soit f : R — R? définie par f(t) = (cost,sint). Montrer que les arcs (I =]0,37[, f|;)
et (J =]0, 5], f|7) ont méme support mais ne définissent pas le méme arc géométrique.

Définition 1.1.3 On dit que deuz arcs paramétrés (1, f) et (J, g) définissent un méme arc géométrique
orienté si f est obtenu a partir de g par un changement de paramétrage croissant.

Sur un arc géométrique orienté on se souvient en plus du sens dans lequel la courbe est parcourue.

Remarque : La relation < (I, f) et (J,g) définissent un méme arc (orientée ou non) > est une
relation d’équivalence sur I'espace des arcs paramétrés. Ainsi un arc géométrique (orienté ou non)
est une classe d’équivalence d’arcs paramétrés. De méme, un point d’'une arc géométrique est aussi
une classe d’équivalence :

Définition 1.1.4 Un point d’un arc géométrique A est une classe déquivalence de triplets (I, f,t)
ot (I, f) est un paramétrage de A et t € I, pour la relation d’équivalence (I, f,t) ~ (J,g,s) s’il
existe un changement de paramétrage 0 tel que g = fof ett = 0(s). L’élément commun f(t) = g(s)
est limage du point.

La notation (I, f,t) étant trop lourde, on dira simplement soit p = f(¢) un point de A. On fera
attention cependant & ne pas confondre un point et son image. Les arcs de la figure 1.1 possedent
des points distincts ayant méme image.

Sauf mention contraire, les applications considérées dans la suite seront toujours lisses, ¢’est-a-dire
de classe C*°. On omettra donc 'adjectif < lisse > dans les expressions « arc paramétré lisse > et
< arc géométrique lisse >.

1.2 Tangente, plan osculateur.

Définition 1.2.1 Soient A un arc géométrique défini par le paramétrage (I, f) et p = f(t) un
point de A.
— Si f'(t) #0, on dit que p est un point régulier de A.
— La droite passant par p et de vecteur directeur f'(t) est alors appelée la tangente en p a A.
— Si tous les points de A sont réguliers, on dira que A est régulier.

Ces propriétés ne dépendent heureusement pas du paramétrage choisi. En effet, soit (I, f) et (J, g)
deux paramétrages de A et 6 : I — J le changement de paramétrage associé (c-a-d. l'application
vérifiant f = go6). Pour tout t € J, on a

f1(#) = (g00)'(t) = 0'(t)g' (6(2)).

Comme &'(t) # 0, on voit donc que f’(t) # 0 si et seulement si ¢'(6(t)) # 0 et que les vecteurs
f/(t) et ¢’(6(t)) sont colinéaires.

Dans la suite, on va tres souvent se limiter a ’étude des arcs réguliers. D’une part cela va
exclure les points de rebroussement et autres singularités et d’autre part cela va limiter beaucoup
le nombre d’arcs ayant un méme support.

Exercice 2 — Soient k € N et (I, f) un paramétrage d’'un arc régulier. Soit I 'image
réciproque de I par pg : t — t2**1 Montrer que si 0 € I et si k # k' alors (I, f o pr)
et (I, f o pgr) ne définissent pas le méme arc géométrique.

— Soient A et B deux arcs géométriques réguliers dont le support est D = {(z,y) € R? |y =
0}. Montrer que A = B.

— Etendre ce résultat a tout arc dont le support est I'image de D par un difféomorphisme
(lisse) de R2.

Par contre les deux arcs de la figure 1.1 peuvent étre vus comme des arcs réguliers distincts ayant
meéme support.
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Définition 1.2.2 Soient A un arc géométrique réqulier, (I, f) un paramétrage de A et p = f(t)
un point de A.
— Un point p est dit birégulier si f'(t) et f(t) sont linéairement indépendants. Sinon on dit
qu’il s’agit d’un point d’inflexion.
— Sip est birégulier, le plan engendré par f'(t) et f"(t) est appelé le plan osculateur ¢ A au
point p.
— Si tous les points de A sont biréguliers alors A est dit birégulier.

Vérifions a nouveau, que tout ceci ne dépend pas du choix du paramétrage :

Soient (I, f) et (J, g) deux paramétrages de A et 6 le changement de paramétrage associé. On
se place en un point p = f(t) = g(s) avec s = 6(t). D’apres la regle de dérivation des applications
composées, on a :

Fr(t) = (g0 0)"(t) = 0'(t)g "(9( ) +0"(t)g (0 ( )) = 0'(t)%g"(s) + 0" (t)g'(s);

g"(s) = (fo071)"(s) = (071 ()" (1) + (071)"(s) £ ().
On a donc f”(t) € Vect(g'(s),g"(s) et ¢"(s) € Vect(f’( ), f”(t)). On vient de voir que f'(t) et ¢(s)
sont colinéaires donc Vect(f/(t), f”(t)) = Vect(¢'(s), g"(s)).

Soient A un arc birégulier de R™ et P un plan affine de R™ de direction ? Il est évident que si
A C P alors ? est le plan osculateur a A en tout point. Réciproquement :

Exercice 3 Montrer qu'un arc birégulier de R™ ayant méme plan osculateur en tout point est
contenu dans un plan affine (on pourra utiliser une application linéaire de noyau le plan osculateur).

Exercice 4 Donner une définition de point trirégulier d’un arc géométrique et montrer que cette
propriété ne dépend pas du paramétrage.
1.3 Longueur d’arc.

On veut définir maintenant la longueur d’un arc, mais, a priori, on ne sait calculer que la
longueur des lignes polygonales. Il est cependant possible d’approcher un arc A par des lignes
polygonales comme ceci :

Dans une telle situation, on voit que la longueur de la ligne polygonale est inférieure a celle de
A (bien qu’elle ne soit pas encore définie), mais que 'on peut facilement modifier cette ligne de
facon & la rapprocher de A. On arrive ainsi a la définition suivante :

Définition 1.3.1 Soient (I, f) un arc paramétré (a priori seulement continu), [a bl C I, § une
subdivision de [a, b] (ie la donnée (a =t < t; < --- <ty =0b)) et Ls(f([a,b])) = Z d(f( i)y f(tig1))
(rappelons que d désigne la distance usuelle).

On définit L(f([a,b])), la longueur de f(,y par

L(f([a,b])) = Sup Ls(f([a,0]))-

Si ce nombre est fini, on dit que [’arc est rectifiable.
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Remarques :

1) Un changement de paramétrage 6 réalise une bijection entre les subdivisions de [a,b] et
celle de 0([a,b]). On en déduit que la longueur d’un arc paramétré est invariante par repa-
ramétrage. On peut donc parler de la longueur d’un arc géométrique.

2) Si (I, f) un arc paramétré qui n’est pas un segment de droite alors I'inégalité triangulaire
prouve que L(f(I)) > d(f(a), f(b)). On retrouve le fait que le plus court chemin entre deux
points est la ligne droite. Autrement dit pour tout (z,y) € R™, d(x,y) est le minimum des
longueurs des arcs joignant x et y et ce minimum n’est atteint que par la ligne droite.

Contrairement a ce que 1'on pourrait imaginer, un arc paramétré compact et continu n’est pas
forcément rectifiable. La courbe de Koch donne un exemple particulierement pathologogique :

Exemples 1.3.2 La courbe de Koch est obtenue a partir d'un segment de droite, en modifiant
récursivement chaque segment de droite de la fagon suivante :

1) on divise le segment de droite en trois segments de longueurs égales,
2) on construit un triangle équilatéral ayant pour base le segment médian de la premiere étape,
3) on supprime le segment de droite qui était la base du triangle de la deuxiéme étape.

On peut voir cette construction comme suit : cet arc est paramétré par une fonction qui est la
limite d’une suite de fonctions affines par morceaux f, : [0,1] — R2. L’image de f, est une ligne
polygonale ayant 4" + 1 sommets. notés a?, ..., ai" 1,

Cette suite (f,) satisfait au critere de Cauchy uniforme et donc qu’elle converge vers une
fonction continue fo,. Comme, pour tout n € N, les points a%,...,aﬁn“ sont des points de
Parc paramétré par fo, (ils ne bougent plus apres leur apparition), on sait que L(fx([0,1])) >
L(fn([0,1])) = (4/3)™. La courbe de Koch n’est donc pas rectifiable. Mieux! Si [a,b] C [0,1] et

a # b, on a encore L(foo([a,b])) = +o0.

Ce n’est pas le genre de situation que nous allons rencontrer ; en effet les arcs compacts et lisses
(en fait C') sont rectifiables. Si on a affaire & un arc différentiable, le calcul différentiel suggere
une autre facon d’approcher l'arc ([a, b], f) a partir d’une subdivision (a =ty <t; < --- <t; =1b):
remplacer la restriction de f & [t;,t;11] par la fonction affine ¢t — f(t;) + (t — ;) f'(t:).

Ce nouvel arc n’est plus continu, mais sa comparaison avec l’arc polygonal précédent permet
de montrer le théoreme suivant :

Théoréme 1.3.3 Soient (I, f) un arc paramétré continu et [a,b] C I tels que f est de classe C*
sur la,bl. L’arc f([a,b]) est rectifiable si et seulement si l'intégrale (éventuellement) généralisée
f; |lf/(t)||dt est convergente. On a alors L(f([a,b])) = f; lf/(t)||dt. En particulier, si f est de
classe C1 sur [a,b], alors L(f(]a,b])) < 4o00.

Notons ce que ce résultat a de satisfaisant : il affirme que la distance parcourue est obtenue en
intégrant la vitesse. Quoi de plus naturel 7 Remarquons aussi que la formule de changement de
variable nous dit que l'intégrale présente dans ’énoncé ci-dessus est invariante par changement de
paramétrage C*.

Preuve : Supposons tout d’abord que f est de classe C' sur tout [a,b]. Le segment [a,b] est
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FIGURE 1.2 — Les deux fagons d’approcher un arc lisse a partir d’une subdivision

compact et Papplication f” est continue donc la restriction de f” & [a, b] est uniformément continue
i.e.

Ve > 0,3n > 0,VY(t1,t2) € [a,b], [|[t1 — ta|| <= ||f (t1) — f(t2)| < e.
En appliquant la formule des accroissements finis & Uapplication t — f(t) — tf'(t2), on en déduit
que

Ve > 0,30 > 0,Y(t1,t2) € [a,0], 61 —tall <m = [If(t1) = f(t2) = (1 —t2) f(B2) | S efta —ta. (%)

On note A l'ensemble des subdivisions 6 = {¢;} de [a,b]. Si on se donne n > 0, on note A,
I'ensemble des subdivisions de [a, b] telles que pour tout 7 on a t;11 —t; < 1. On commence par
montrer qu’il revient au méme de travailler avec A ou A, (et cela quelque soit 17). Autrement dit :

Lemme 1.3.4
sup{Ls(f([a,0])),0 € A} = sup{Ls(f([a,b])),0 € Ay}.

Preuve du lemme 1.3.4 Comme A, C A, on a sup{L;(f([a,b]),6 € A} > sup{Ls(f([a,b]),d €
Ay}, Pour tout § = {top < --- < t;} € A, il est facile de trouver ¢' = {t; < --- < t,,} € A, tel
que pour tout i € {0,1,...1}, il existe j; € {0,1,...0'} tels que t; = t;-i (on rajoute suffisamment
de points). L’inégalité triangulaire nous dit que L;s(f([a,b])) < Ls (f([a,b])). Ce qui implique que
sup{Ls(f([a,b]),d € A} <sup{Ls(f([a,b]),0 € Ay,}. Le lemme est montré. O

Soit € > 0 et soient 7 > 0 donné par (x) et 6 € A,. On commence par écrire
Ls(f([ab) = [7 17/ 0)llat] < |Ls(F(la,b]) = Eytin — )17/t
[t — eIl = 210 ]

Comme 6 € A, par () on obtient :

<e(b—a).

Ls(f([a b)) = Y (tier — o) |1 £(t2)]]

%

Par ailleurs, c’est une propriété bien connue de I'intégrale de Riemann qu’il existe ’ > 0 tel que

(5EA,7/:> <e.

b
St =)l - [ @

(2

Ainsi, en posant 79 = min{n,n’}, on obtient que pour tout 0 € A :

b
Lot () - | Hf’(t)lldt‘ <1+ (b a).
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Ainsi, en prenant le sup sur les § € A, (en utilisant 1.3.4) et en faisant tendre € vers 0, on a
finalement :

b
L(f(a, b)) = / L () |t

On suppose maintenant que f est de classe C! seulement sur ]a,b] (le cas ou f est C! sur
seulement |a, b| s’en déduit facilement). D’apres ce qui précede, pour tout 0 < € < b — a, on sait

que L(f(la+¢&,b])) = [} |f'(1)[[dt. Comme L(f([a,b])) > L(f([a+e,b]), on a:

b
L(f([a,b]))z/ I1£/(£)]|dt.

Si f([a,b]) est rectifiable, on voit donc que I'intégrale converge. Il ne nous reste plus qu’a montrer
que si I'intégrale converge alors ’arc est rectifiable et a déterminer sa longueur.

On suppose donc que ff |/ (#)|ldt < +o00. Soit € > 0. La fonction f est continue en a donc il existe
n >0 tel quesi [t —al <nalors d(f(t) — f(a)) <e. Sid={a=1ty<t; <--- <t =b} €A, alors

Ls(f([a,b])) d(f(a), f(t1)) + Xm0 A(f (L), [ (tiv1))
e+ L(f[t1,0])

e+ [P () dt.

VANRVANI

Ainsi, en prenant le sup pour les § € A, puis en faisant tendre € vers 0, on a :

b
L(f(ja, b)) < / IO dt. O

Exemples 1.3.5 1) On considere la parabole plane paramétrée par f : t — (t2/2,t). Calculons
L(f(]0,x])). D’apres le théoreme 1.3.3, on a :

LUF([0,2])) = /0 NCEST!

En utilisant le changement de variable ¢ = sinhu et les égalités cosh®u = H%h@“) ot
sinh(2 argsinh(z)) = zv/22 + 1, on a donc :
argsinh z argsinh z 1 h(2
o) = [ cos®udu= [ +ool(Zu)
0 by
_ 1/2 - M arg sinh z _ arg sinh z n Sinh(2 arg Sinh(I))
2 0 9 B)
argsinhz  zv22 +1

2) Considérons maintenant ’arc paramétré continu (R, f), ou f est définie pour ¢ # 0 par
f(t) = (t,v/mtcos(1/t)) et par f(0) = (0,0) (voir figure 1.3). La fonction f est lisse sur
R\ {0} mais seulement continue en 0. On peut appliquer le théoréme 1.3.3 et donc

1
L(£(0,1]) = /0 17(3)]|ds.

Voyons (géométriquement) que cette intégrale généralisée diverge. Par définition, la longueur
de cet arc est supérieure a la longueur de la ligne polygonale P, de sommets les points f(0),
f(E),ne{1,...m} et f(1). En utilisant le théoréme de Pythagore, on voit que la longueur
de cette ligne polygonale est supérieure & 23 " | ﬁ Mais cette série diverge donc cet arc
n’est pas non plus rectifiable, bien que f |}011} soit de classe C.



1.3. LONGUEUR D’ARC. 7

FIGURE 1.3 — le graphe de ¢t — /mtcos(1/t) et la ligne polygonale P

Dans la suite, la notion de longueur d’arc va surtout étre utilisée pour trouver des paramétrages
plus agréables que les autres parmi tous les paramétrages d’un arc régulier A donné.

Définition 1.3.6 On dit que (I, f) est un paramétrage par longueur d’arc (ou une abscisse cur-
viligne) si pour tout (t,tg) € I%, on at —to = L(f([t,t0])) = ft'; £ (s)|lds.

Il est évident que ceci est équivalent & ||f/(¢)|| = 1 pour tout ¢ € I. De méme il est clair que si f
et g sont deux paramétrages par longueur d’arc de A, alors 'application 6 telle que g = f o 0 est
de la forme 0(t) = £t + C.

Proposition 1.3.7 Tout arc géométrique A lisse et régulier admet un paramétrage par longueur
d’arc.

Preuve : Soit (I, f) un paramétrage régulier de A et ¢ la fonction définie par ¢(t) = ftto || £/ (u)||du.
Comme pour tout t € I, f’(t) # 0, la fonction ¢ est lisse et sa dérivée est strictement positive.

Il s’agit donc d'un difféomorphisme lisse de I sur J = ¢(I). Soit # : J — I sa fonction
réciproque, qui est, elle aussi, lisse. On vérifie que pour tout s € J, ||(f 0 6)(s)|| = 1. On a donc
bien un paramétrage par longueur d’arc, ce qui termine la preuve.

Remarquons que si (I, f) est un paramétrage par longueur d’arc d’'un arc A alors pour tout ¢ € I,
on a {(f'(t), f"(t)) = 0 (car application ¢ — || f'(¢)||* est constante). Cette propriété sera souvent
utilisée dans la suite.

Exemples 1.3.8 — Le paramétrage par longueur d’arc le plus connu est sans doute celui du
cercle unité de R? qui est donné par s — (cos(s),sin(s)) (o s est en radiants bien-siir). Ce
qui précede donne une explication du fait que les fonctions cosinus et sinus sont lisses : ce
sont les composantes d'un paramétrage par longueur d’arc d’un arc lisse.

— Pour paramétrer le cercle de rayon r et de centre 0, on modifie le paramétrage précédent
en s — (r cos(s/r),r sin(s/r)). Maintenant, si on se donne un plan P dans R", un point p
dans P et r > 0, comment trouver le paramétrage du cercle contenu dans P de centre p et
de rayon r?

— Pour obtenir le paramétrage par longueur d’arc de la parabole, il suffirait (!) de trouver la

arg sinh = + zVx2 41
2 2 .

fonction réciproque de la fonction x —

Rappel : On dit qu’'une application F' : R® — R"™ est une isométrie si elle préserve la distance,
c’est-a-dire si elle vérifie pour tout z et y dans R™, d(F(x), F(y)) = d(z,y).

Les isométries linéaires sont bien connues. Une application linéaire F' : R™ — R™ est une
isométrie si et seulement elle préserve le produit scalaire. Autrement dit, si sa matrice M vérifie
‘MM = I, ou I, est la matrice identité d’ordre n. Une telle matrice est dite orthogonale. L’en-
semble des matrices orthogonales d’ordre n forme un groupe noté O(n). Il s’agit en fait des seules
isométries de R™.
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Proposition 1.3.9 Une isométrie F' de R™ préserve les longueurs des arcs et envoie droite sur
droite.

Preuve : Soit (I, f) un arc paramétré et [a,b] C I. On revient a la définition 1.3.1 dont on reprend
les notations. Pour toute subdivision 0 de [a,b], il est évident que Ls(f([a,b]) = Ls(F o f([a,b])),
par conséquent L(f([a,b]) = L(F o f([a,b])).

D’apres ce qui précede, une isométrie envoie le plus court chemin entre deux points sur le plus
court chemin entre les images de ces deux points. Elle envoie donc droite sur droite. [

Théoréme 1.3.10 Si F' : R™ — R" est une isométrie alors F' est une application affine dont la
partie linéaire appartient au groupe orthogonal.

Preuve : D’apres la proposition 1.3.9, F' envoie droite sur droite. De plus le théoréeme de Pythagore
nous dit qu’elle envoie triangle rectangle sur triangle rectangle. Il s’ensuit que F' envoie un repere
orthonormé (O, ey, ...,e,) sur un repere orthonormé (F(O),uy,...,u,). Soit G I'isométrie affine
envoyant (F(O),u1,...,u,) sur (O,eq,...,e,). L’application G o F' est une isométrie envoyant
(O,eq,...,e,) sur elleeméme. On va montrer que G o F' est égale a I'identité et donc que F est
affine.

D’aprés ce qui précede, pour tout 1 < k < n, vect(ey,...ex) = {€py1,...,en}" est préservé
par G o F. On montre par récurrence (finie) que la restriction de G o F' & vect(eq,...ex) est
I'identité pour tout 1 < k < n. Il est clair que F(te;) = te; pour tout réel ¢, ce qui initialise la
récurrence. Considérons le rang k + 1 en supposant le résultat vrai au rang k. Considérons alors
xr =x1e1 + -+ + TRep + Tpr1€p41 = Y + Trt1€k+1. La droite passant par y de vecteur directeur
er+1 est envoyée par G o F' sur la droite de vect(eq,...ex11) passant par y et perpendiculaire a
vect(eq, . ..eg), c'est-a-dire elle méme. Comme G o F(z) est a distance |xxy1| de G o F(y) =y, on
adonc [|GoF(z) = Go F(zppiept1)| = |y £ zhr1eri1 — Tpreral = [|2 — pqaepa | = [y, d’on
GoF(x)=z.0

Exercice 5 Montrer qu'une application F : R” — R" de classe C! telle que pour tout z € R”,
dF(z) € O(n) est affine (ce qui montre que toute application continue de R™ dans GL(n,R)
n’admet pas une primitive ie n’est pas la différentielle d’une application).

1.4 Courbure

1.4.1 Définition

Définition 1.4.1 Soit A un arc géométrique régulier, (I, f) un paramétrage de A par longueur
d’arc et p = f(t) un point de A. La courbure de A en p est le réel positif K4(p) défini par

Ka(p) = 11" @)l

On a vu plus haut que si (J,g) et un autre paramétrage de A obtenu par un changement de
paramétrage 0 et si p = f(t) = g(s) alors

g"(s) = 0'(s)2f"(t) + 0" () (1).

Rappelons que si (J,g) est lui aussi un paramétrage par longueur d’arc alors #'(s) = =+1 et
0"(s) = 0. On a alors ¢"(s) = f"(t).

Exemples 1.4.2 L’hélice circulaire H paramétrée par (R, f), f : t — (acost,asint,bt) est a

courbure constante. En effet, pour tout ¢, on a || f/(t)|| = Va? + b%. Le paramétrage
: ot : t bt
g:t— (acos(m),asm(m), W)
est donc un paramétrage par longueur d’arc. Dérivons :

g:,(t) = (_ \/a2a+b2 Sin( \/%2t+b2)7.\/a2a+b§ COS(\/a2t+b2 )7 \/a2b+b2 ))
g (t) = _a2ib2 (COS(\/a2+b2 )a SIH(W% O)'

On a donc pour tout p € H, Ky (p) = a2|i‘b2, sia # 0.
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La courbure est (relativement) facile a déterminer & partir d’'un paramétrage par longueur d’arc.
Hélas, il est presque toujours impossible d’obtenir explicitement un tel paramétrage. On voudrait
donc calculer la courbure & partir d'un paramétrage quelconque. Pour cela il suffit d’exprimer 6’
et #” en fonction de ¢’ et ¢”. D’une part

lg" () = 116"(s) £ () = 16" (s)]-
D’autre part en dérivant |6'(s)|> = (¢'(s), ¢'(s)), on obtient :

20'()0"(s) = 2(0"(s) (), 9" (s)), ot 0"(s) = (f'(t), 9" (s)).

En notant 7 le vecteur f'(t) (il est de norme 1 et vérifie 7 = + 1o Ez;H) on obtient :

75 = (@I = .7
'@ = per — Geemp: T

g9"(s)

Autrement dit, f”(t) est le projeté orthogonal de ” T SW 71+ 1. Comme f” et 7 sont perpendi-

culaires, en développant (g”(s), ¢”(s)) on obtient :

Ka = 0 = (L)~ (L)

lg' ()12 lg'()11?

Application : La courbure de la parabole paramétrée par f : t — (t2/2,t) en 0 est 1. En effet
f'(0) =(0,1) et f7(0) = (1,0).

La courbure est une notion métrique, en tant que telle elle est invariante par isométries, plus
précisément :

Proposition 1.4.3 Soit F' : R™ — R" une isométrie, A un arc géométrique régulier et p un point
de A. La courbure de A au point p est égale a la courbure de F(A) au point F(p).

1.4.2 cercle osculateur

Définition 1.4.4 Soient A et B deux arcs géométriques réguliers. On dit que A et B ont un
contact d’ordre k en p s’il existe des abscisses curvilignes (I, f) et (J,g) respectivement sur A et
B telles que f(0) = g(0) et que d(f(s),g(s)) = o(s*) au voisinage de 0.

Remarque 1.4.5 — 11 s’agit d’une relation d’équivalence (I'inégalité triangulaire donne la
transitivité).
— Deux arcs géométriques réguliers A et B ont un contact d’ordre k en p si et seulement si il
existe (I, f) et (J,g) des paramétrages par longueur d’arc de A et B tels que f(0) = g(0) =p
et que f et g ont méme développement de Taylor a ordre k en 0.

Deux arcs géométriques ont un contact d’ordre 1 en p si et seulement s’ils sont tangents en p
c’est-a-dire s’ils ont méme tangente en p. Lorsque deux arcs ont un contact d’ordre 2 en p, on dit
que les arcs sont osculateurs. On cherche un objet qui pourrait jouer le réle de la tangente pour
les contacts d’ordre 2, il nous faut quelque chose de degré (au moins) 2, on pense donc a un cercle.

Proposition 1.4.6 Soient p un point d’un arc géométrique régulier A et (I, f) est un paramétrage
par longueur d’arc de A tel que p = f(0).
— Si p est un point d’inflexion alors la tangente en p est osculatrice.
— Si p est birégulier, alors il existe un unique cercle osculateur ¢ A en p. Il s’agit du cercle
contenu dans le plan osculateur, de rayon ﬁ(m et de centre f(0) + [|[Ka(p)||~2f"(0).

1. Ainsi ||g’(s)||> Ka(p) est la norme de la partie centripete de I’accélération, la partie de I’accélération qui < fait
tourner >.
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D a2 . w1 e e g

FIGURE 1.4 — Hélice avec un cercle osculateur.

Preuve : Supposons que p soit un point d’inflexion, on a alors f”(0) = 0. On voit que la tangente
en p est osculatrice en la paramétrant par (R, g) avec g(t) = f(0) + tf/(0). En effet, f et g ont
méme développement de Taylor a I'ordre 2.
Supposons p birégulier i.e. f”(0) # 0. D’apres la remarque 1.4.5, on cherche les cercles admet-
tant un paramétrage par longueur d’arc (J, h) tel que h(0) = f(0), A'(0) = f/(0) et A”(0) = f(0).
Soit C' le cercle de R™ de centre a de rayon R contenu dans le plan de direction Vect{u,v}. Si
{u,v} est orthonormée alors C' admet pour paramétrage par longueur d’arc

h : s+ a+ Rcos(s/R)u+ Rsin(s/R)v.

On voit que la donnée des trois vecteurs (h(0),h'(0),h”(0)) détermine a, R, u et v et donc C.
En effet, comme h(0) = a + Ru, h'(0) = v et h"(0) = —fu, on a v = K/(0), u = —mh”(O),
R= Wl(())\\ eta = h(O)—FWh’ ’(0). On en déduit que le cercle osculateur est le cercle paramétré
par :

h(t) = f(0) + R?f"(0) — Rcos(t/R) R f"(0) + Rsin(t/R) f'(0),

ol R= m. Il s’agit bien du cercle donné dans I’énoncé. [

Le cercle osculateur est donc le cercle le plus collé & A en p. Il montre de combien tourne la
courbe en ce point. Cela se voit bien sur la figure 1.4.

Exercice 6 Montrer qu’'un arc géométrique régulier est une droite si et seulement sa courbure est
partout nulle.

Soit (I, f) une abscisse curviligne d’un arc A & courbure constante non nulle. Soit ¢(t) le centre
du cercle osculateur de A au point f(t). Montrer que ¢/(t) est toujours perpendiculaire au plan
osculateur de f(t). Que peut-on dire si on suppose de plus que A est contenu dans un plan?

1.5 Arcs dans R? ou R®.

On va avoir besoin dans la suite de considérer des bases orthonormées directes de R? ou R3.
Rappelons donc qu'une base est dite directe si le déterminant de 'unique endomorphisme qui
envoie cette base sur la base canonique est positif.

1.5.1 Arcs de R2.

Dans le plan orienté, il existe une notion de droite et de gauche (ou, si on veut, de tourner dans
le sens direct et de tourner dans le sens indirect). Il doit donc étre possible, lorsqu’un arc tourne,
de dire s’il tourne vers la droite ou vers la gauche. Pour cela il faut bien-str faire attention au
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sens de parcours. En effet, si on se retourne, ce qui était a sa gauche est maintenant a sa droite.
Formalisons tout cela.

Soit i la rotation d’angle 7 (dans le sens direct). Elle est caractérisée par ||z|| = |[Ji(x)]],
(x,i(x)) = 0 et (z,i(z)) est une base directe.

Définition 1.5.1 Soit A un arc géométrique orienté de R? et (I, f) une abscisse curviligne de A.
Soit p = f(t) un point de A. La courbure algébrique de A en p est définie par

ka(p) = (f"(1),i(f'(1))-

Propriétés élémentaires :

— Clairement |ka(p)| = Ka(p).

— On peut aussi déterminer le signe de k4 (p) a’aide d’un paramétrage quelconque (.J, g) (avec
la bonne orientation). On vérifiera que (f”(t),i(f'(t))) et ((fo8~1)"(0(t)),i((fo0~1) (0(¢))))
sont de méme signe, pour tout @ croissant.

— Si on change orientation de A, alors k4(p) change de signe (on s’est retourné).

Si (I, f) est une abscisse curviligne, il existe une fonction lisse A telle que f(t) = (cos(A(t)), sin(A(t)))
(en fait ce n’est pas si évident que ¢a en a ’air, mais admettons le). On en déduit que f”(t) =

N (t)(—sin(A(t)), cos(A(t))). Donc que X (t) = ka(f(¢)). La courbure algébrique est donc la dérivée

de (la mesure de) 'angle de la tangente avec I’horizontale, plus précisément de I’angle orienté que

forme le vecteur vitesse avec le vecteur e; = (1,0).

Inversement, si on connait l’expression de k4 en fonction de la longueur d’arc et A(0) on détermine

A en intégrant. Si on connait de plus f(0), alors f est obtenue en intégrant (coso),sino)). On a

donc montré :

Théoréme 1.5.2 Soient I un intervalle de R contenant 0 et ¢ : I — R une application lisse.
Soient (p,v) € R x St. Alors il existe un unique arc géométrique A ayant une abscisse curviligne

(I, f) telle que f(0) =p, f/(0) =v et Vt € I,ka(f(t)) = c(t).

Autrement dit, une courbe plane orientée est déterminée, & une isométrie directe pres (ce qui
correspond a se donner f(0) et f'(0)), par sa courbure algébrique.

1.5.2 Arcs de R?

On considere maintenant un arc A dans R3. Cela n’a a priori aucun sens de se demander si
A tourne vers la gauche ou la droite en un point car, dans I’espace, la gauche et la droite n’ont
plus de sens. Nous utilisons bien au quotidien cette notion de gauche et de droite mais nous avons
un haut et un bas, ce qui n’est pas le cas, en général, d'un point de R3. On va donc commencer
par donner un axe < vertical > & tout point de A, ou plutét un plan < horizontal > ce qui est la
méme chose, le seul a notre disposition : le plan osculateur. Ensuite, on va définir ce qu’est étre
au-dessus de ce plan. Une fois notre arc munit d’un tel dispositif on verra ce qu’on peut dire de
plus sur celui-ci. ..

Rappel : Soient z et y deux vecteurs de R3. Le produit vectoriel de z et y, noté = A y, est, par
définition, 'unique vecteur de R3 tel que

Vz € R3, (2,2 Ay) = det(x,y, 2).

Ainsi, en notant (eg, e2, e3) la base canonique de R3, les coordonnées de = A y dans cette base sont
les det(z,y, ;).
L’application (z,y) — x Ay est bilinéaire, antisymétrique et ce produit n’est pas associatif. Il
vérifie (exercice)
(:c,m/\y> = <y,x/\y> =0
lz Ayl + (2 9)? = [l lly )1
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Si z et y sont non nuls, on peut définir ¢ 'angle (forcément non orienté) entre = et y par
(x,y)/||1z||||lyll = cos(p). L'égalité ci-dessus s’écrit alors ||z A y|| = [|z]||||y]|| sin(¢)|.

Définition 1.5.3 Soit A un arc birégulier orienté de R® et (I, f) une abscisse curviligne de A et
p = f(t) un point de A. On appelle triedre de Frenet de A en p, le triplet (7(p),v(p), B(p)) € (R3)3

défini par 7(p) = ['(t), v(p) = ey S (1) et Blp) = 7(p) Av(p).

Remarquons tout de suite qu’il s’agit d’une base orthonormée directe. Remarquons aussi que ce
triedre n’est pas défini en un point d’inflexion.

Soit (I, f) une abscisse curviligne, pour alléger les notations, on note (7(t),v(t), 5(t)) le triedre
de Frenet au point f(t) (au lieu de (7(f(¢)),v(f(¢)),5(f(t)))). Regardons comment varient ces
reperes. Pour cela dérivons la fonction ¢ — (7(¢),v(t), 5(t)). Sans surprise, on a :

T'(t) = f"(t) = Ka(t) v(t)

On a écrit K4(t) pour Ka(f(t)). Les relations (8(t),5(t)) = 1 et (B(t),7(t)) = 0 donnent
par dérivation (B'(t),[(t)) = 0 et (B'(t),7(t)) = —(B(t),7'(t)). Or 7'(t) = Ka(p)v(t) donc
(B'(t), 7(t)) = 0. Ainsi f'(t) est colinéaire a v(t). Il existe donc un scalaire noté Ty (t) tel que

B'(t) = Ta(t)v(t).

On appelle ce nombre la torsion de A en f(t) (ce qu'on devrait plutot noter T4(f(¢))).
De méme, en dérivant (v(t),v(t)) =1, (v(t),7(t)) = 0 et (v(t), B(t)) = 0, on obtient

V() = —Ka(t) 7(t) — Ta(t) B(2).

Ces formules constituent les formules de Frenet. Rappelons qu’elles ne sont valables que pour un
paramétrage par longueur d’arc.

Exemples 1.5.4 L’hélice circulaire a pour abscisse curviligne

, t ot bt
qg: — CLCOS(\/TW), CZSIH( \/az n b2)7 \/a2 n b2 .

On en déduit que

o a . t a cos t b
T =gt =t Va? +b? \/a2+b2)7\/a2+62 <\/a2+b2)’\/a2+62)’
v(t) =g"®)/llg" @) = —(COS(\/j)vsin( —=),0),
b

a? 4 b? a? 4 v?

in(

t a

t)=7{)Av(t) = —(— sin , cos ,— .
B(t) = 7(t) A (t) = ~(— s sin( ), s <08 )~ )
Dot B'(t) = _T—bkb? v(t), ainsi la torsion est constante et vaut —7a2ib2-

Il est facile de déterminer le triedre de Frenet en un point p a partir d’'un paramétrage quel-
conque (J,g) (définissant le méme arc orienté). Pour cela, il suffit de d’appliquer le processus
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt au repere (¢'(s), ¢”(s), ¢'(s) A g"(s)), ou s vérifie g(s) = p.
La fleche s — (14(g(s)),va(g(s)),Ba(g(s))) définit bien une application lisse de J dans (R3)3.
Mais attention, les composantes de la dérivée de cette application ne satisfont pas aux formules de
Frenet!

Comme pour la courbure, il existe une formule permettant de calculer la torsion a partir d’un
paramétrage quelconque (J, g) :
det(g/,g”,g/,/)

T=—
19" A g"||?
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Sa preuve est laissée en exercice (on pourra commencer par montrer cette formule pour les abscisses
curvilignes et par montrer qu’elle est invariante par changement de paramétrage).

Interprétation géométrique de la torsion :
Un arc birégulier A est contenu dans un plan si et seulement si sa torsion est identiquement nulle.
On I'a plus ou moins déja montré. En effet, la torsion mesure la variation du plan osculateur et
on a montré a l’exercice 3 que le plan osculateur est constant si et seulement si ’arc est plan.
Remontrons le sens le moins évident. On suppose donc A birégulier et a torsion nulle. On se donne
un paramétrage par longueur d’arc (I, f), on a donc, pour tout ¢ € I, §'(t) = 0. Il existe donc un
vecteur v tel que S(t) = v. On a (v, 7(t)) = 0 d’ou (v, f(t)) = Cste. La courbe est donc contenue
dans un niveau d’une forme linéaire c’est-a-dire dans un plan.

On voit donc que la torsion mesure la tendance qu’a I'arc a sortir de son plan osculateur. Cela
se voit encore mieux en regardant le développement limité en un point p. En effet, si (I, f) est un
paramétrage par longueur d’arc de A, on a, au voisinage de 0 :

K(0) K(0) 5 K'(0)

10) = FO+-"8 10060 r(0) 1 (2 O o9y (04 (- KLU

On voit bien que si T4(0) # 0 alors 'arc traverse strictement son plan osculateur en f(0) (qui est
Vect(7(0), v(0))).

t34+0(t%)) (0).

Exercice 7 Déduire des formules de Frenet la preuve de 'affirmation ci-dessus.

Voyons maintenant ce que ’on peut dire sur le signe de la torsion. Si I'arc est parcouru en sens
inverse le signe de la torsion est bien-sir modifié, ce qui limite beaucoup son interét. Toutefois, il
existe des cas ol ce signe est significatif.

On suppose T'(0) # 0. On se place en f(0) dans le repere (7(0),v(0), 3(0)). On interprete 7(0)
comme le vecteur indiquant la direction < devant >, v(0) comme celui indiquant la < gauche > et
£(0) comme celui indiquant le < dessus > (on pensera au triplet pouce, index, majeur de la main
droite). Le developpement limité ci-dessus nous dit qu’en f(0) on voit toujours la courbe tourner
vers la gauche (c.-a-d. que la composante en v(0) de f(t) — f(0) est positive) mais qu’on la voit
monter si et seulement si la torsion est négative.

Au lieu de se placer dans un repére qui voit tourner la courbe toujours vers la gauche,
on aurait pu se placer dans un repeére qui voit toujours la courbe monter (c.-a-d. le repere
(7(0), —%V(O), —%B(O))). Cette fois l'arc est a torsion positive s’il spirale vers la droite
et a torsion négative s if spirale vers la gauche.

On voit donc que le signe de la torsion est ce qui différencie les coquilles dextres, des coquilles
senestres ou un pas de vis de son image dans un miroir (apres s’etre mis d’accord sur un sens de
parcours, par exemple de la pointe vers la base).

FIGURE 1.5 — coquille senestre et coquille dextre

C’est ce que montre notamment la proposition suivante.

Proposition 1.5.5 Soient F : R3 — R? une isométrie de partie linéaire dF', A un arc géométrique
birégulier et p un point de A. On a alors Ka(p) = Kpa)(F(p)) et Ta(p) = €Tpa)(F(p)), ou
désigne par € le signe du determinant de dF
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Preuve : Soit (I, f) un paramétrage par longueur d’arc de A. Le paramétrage (I, F o f) est un
paramétrage par longueur d’arc de F(A). Comme F est une isométrie, on a :

(dF(Ta(t)), dF (va(t)), dF(Ba(1))) = (Tr(a) (1); vr(a) (1), €Bra) (1)),

On en déduit que Ka(t) = Kp(a)(t) et que Ta(t) = €lp4(t). O
Attention, la torsion n’est définie qu’en les points biréguliers. L’arc paramétré (R, f) ou f est
définie par
(t,e"#,0) sit>0
fO) =19 (t,0,e7#) sit<0
(0,0,0) sit=0
est lisse, régulier, birégulier sauf en ¢ = 0. Sa torsion est nulle partout ou elle est définie mais la
courbe n’est pas plane!

Pour finir donnons un analogue du théoreme 1.5.2. Ce n’est pas ’exact analogue, il ne contient
que l'aspect « unicité > et pas le c6té <« existence ». Cet exact analogue existe, le lecteur curieux
pourra consulter, par exemple, le livre de Berger et Gostiaux indiqué dans la bibliographie pour
un énoncé et une preuve. Ici, nous nous contenterons de :

Théoréme 1.5.6 Un arc birégulier orienté de R? est déterminé, a une isométrie directe prés, par
sa courbure et sa torsion.

La preuve de ce théoreme découle de la proposition 1.5.5 ci-dessus et de ’exercice 8 qui suit. Ce
théoreme nous dit, entre autre, que les seuls arcs biréguliers de R? ayant une courbure et une
torsion constantes sont les hélices circulaires.

Exercice 8 (DS 2011)
Soient I un intervalle ouvert de R contenant 0, (I, f1) et (I, f2) deux arcs paramétrés par longueur
d’arc et biréguliers de R3. Pour tout i € {1,2}, on désigne par (7;(t), vi(t), Bi(t)), Ki(t) et Ti(t) le
repere de Frenet, la courbure et la torsion de (I, f;) au point f;(t).
On suppose que pour tout ¢ € I, on a K;(t) = Ka(t) et T1(t) = T2(t), que de plus f1(0) = f2(0)
et (71(0),21(0), 1(0)) = (72(0), v2(0), B2(0)).
1) Montrer que
A(t) = (11(t), 72(1)) + (Vi (t), va2(t)) + (B1(t), B2(t))
est constant. Déterminer cette valeur.
2) Montrer que s'il existe t € I tel que 71(t) # 1o(t) alors A(t) < 3.
3) En déduire que pour tout t € I, 71(t) = 72(t) puis que f; = fa.

4) On ne suppose plus que f1(0) = f2(0) et (7:(0),v1(0), 81(0)) = (72(0),12(0), 52(0)). Montrer
qu’il existe une isométrie affine F' telle que F o f| = fo.



Chapitre 2

Nappes et sous-variétés.

2.1 Rappels de calcul différentiel (sans preuve)

On notera L(R™, RP) 'espace vectoriel des applications linéaires de R” dans RP.On rappelle
que la base canonique de L(R", R?) est formée des applications F;; définies par E; j(ex) = d;pe€’,
ou (ey,...,e,) est la base canonique de R™, (¢],...,e)) celle de RP et §;; est le symbole de

> p
Kronecker.

Définition 2.1.1 Soient U un ouvert de R" et f : U — RP. On dit que f est différentiable en
x € U s’il existe une application linéaire dans L(R™,RP) (la différentielle de f en x) notée D f(x)
telle que

If(z 4+ h) = f(x) = Df(x).hl| = o(|[2]]).

L’application h — f(z) + D f(z).h est la meilleure approximation affine de f au voisinage de x.
La matrice de D f(z) dans la base canonique est la jacobienne de f au point z, elle est notée

Ji(@) et
o) = (52w) -

1<j<n

Lorsque f est différentiable en tous points de U, on définit la différentielle de f : Df : R" —
L(R™, RP). On dit que f est de classe C' si D f est continue. L’application D f est continue si et
seulement si ses composantes sont continues c.-a-d. si pour tout (4, 7) 'application x ggj () est
continue.

On définit par récurrence les dérivées d’ordre supérieur :

Une application f est k fois différentiable en x si sa différentielle d’ordre k — 1 est différentiable
en 2.0n note D*f(x) cette différentielle. On voit que D*f(x) € L(R™ L(R™, ..., (R",RP))...)
qui est isomorphe a l'espace des application k-linéaires de R™ x --- x R™ (k fois) dans RP. La
différentielle d’ordre k, notée D* f est donc I'application qui & x associe D¥ f(x). Les composantes

de D* f(z) sont les dérivées partielles d’ordre k, c.-a-d. les az]lak—faz]k(x)

Si k = 2, I'application f est deux fois différentiable en x si elle est différentiable en tout points
d’un voisinage de x et si 'application D f a valeurs dans L(R™, RP) est différentiable en x.

Proposition 2.1.2 Soit f: R" DU — RP.
Si f est k fois différentiable en x alors pour tout permutation o, on a

0" f;

ale e &cjk

0" f;

&cjg(l) Ce 8:cj0(k)

()

17
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L application f est de classe C* si et seulement si pour tout (j1,...,5,) € {1,...,n}* Uappli-
*fi

cation r — m

(x) est définie et continue sur U.

On dit que f est lisse (ou de classe C™) si elle est de classe C* pour tout k. Exemple important :
I'application GL(n,R) — GL(n,R) définie par M — M~! est lisse (indication : utiliser que
det(M)M~! est égal & la transposée de la matrice des cofacteurs).

Définition 2.1.3 L’application f : R D U — V C RP est un difféomorphisme si f est une
bijection, f et f~' sont partout différentiables.

En géométrie différentielle on voit deux objets permutés par un difféfomorphismes comme étant
< les mémes. > On verra donc souvent un difféfomorphisme comme un changement de coordonnées
(on pensera aux coordonnées polaires, sphériques, cylindriques et autres).

Exercice 1 Soit f : U — V un difféomorphisme. Montrer que si f est lisse alors f~! I’est aussi.
[on commencera par montrer que Df~1(f(x)) = (Df(z))~1]

Tout ce chapitre s’appuie sur le résultat suivant :

Théoréme 2.1.4 Soient f : R* D U — R™ une application de classe C*, 1 < k < oo, et x € U.
Si Df(x) est inversible (c.-a-d. si det(J;(x)) # 0) alors il existe un ouvert V contenant x tel que
la restriction de f a V' est un difféomorphisme sur son image (c.-a-d. vu comme une application
a valeurs dans f(V)).

Exercice 2 Le groupe linéaire n’a pas de sous-groupe arbitrairement petit.

Rappelons que la série (3, %7),en converge normalement sur l'espace M,,(R) muni de

n’importe quelle norme. Elle définit ainsi une fonction lisse appelée exponentielle et notée exp.

1) Montrer que si A et B sont deux matrices de M,,(R) qui commutent, alors
exp(A + B) = exp(A) - exp(B).

On pourra s’intéresser au systeme différentiel linéaire ¢y = (A + B)y.
2) Montrer que la fonction exponentielle est a valeurs dans 'ouvert GL,(R).

3) Prouver l'existence d’un voisinage ouvert U de la matrice nulle 0,, dans M, (R) et d’'un
voisinage ouvert V de la matrice identité Id,, dans GL,(R) tels que I’exponentielle réalise
un difféomorphisme entre eux.

4) A partir de maintenant, quitte a restreindre U, nous supposons U borné et posons U’ =
1/2-U.
Montrer que pour toute matrice P € U’ \ {Ox} il existe un entier k > 1 tel que kP € U’ et
(k+1HPeU\U

5) Soit V' = exp(U’). Prouver que pour tout M € V' \ {Idy} il existe un entier £ > 1 tel que
MF ¢ V' (utilisez I'injectivité de Pexponentielle sur i).

6) Conclure en exprimant en termes mathématiques le titre de 'exercice.
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2.2 Nappes.

Apres les courbes on voudrait étudier les surfaces ou des objets de dimension plus grande.
On se propose, pour commencer, d’étudier les applications lisses de R? dans R™ avec d < n sur
le modele de I'étude des applications de R dans R”™ effectuée au chapitre 1. Pour se limiter un
champ d’étude raisonnable, on commence par se donner un analogue des arcs réguliers :

Définition 2.2.1 1) Une application différentiable dont la différentielle en tout point est in-
jective est appelée une immersion.

2) On appelle nappe paramétrée de R™ de dimension d, tout couple (U, f) ot U est un ouvert
conneze de R et f est une immersion lisse de U dans R™. Le sous-sensemble f(U) est
appelé le support de la nappe.

3) On dit que deuz nappes paramétrées (U, f) et (V, g) définissent la méme nappe (géométrique)
Y (ou parfois sont équivalents) s’il existe un difféomorphisme lisse ¢ de U dans V tel que
f=go1.

On dit alors que (U, f) et (V, g) sont des systémes de coordonnées sur (ou des paramétrages
de) ¥ et que 1 est un changement de coordonnées (ou de paramétrage).

Les nappes de dimension 1 et les arcs réguliers sont les mémes choses. Remarquons aussi que si f :
U D R? — R" est une application différentiable alors la condition < f est une immersion > s’écrit
aussi
Vo € U, ker(Df(x)) = {0}
ou Vz €U, rang(Jy(x)) =d.
Remarquons enfin, qu’on a alors d < n.

Exemples 2.2.2 — Si fo : U C R? — RY est une application lisse définie sur U C R?,
alors le graphe de f; est une nappe géométrique de dimension d de R4T9. On vérifie que
I'application f : U — R? x R? ~ R¥*9 définie par z — (x, fo(z)) est une immersion lisse.
Cette application est clairement lisse et pour tout z € U et tout h € R?,

Df(x)(h) = (h, Dfo(x).h).

— En prenant U = Dy = {(z1,72) € R?*|2? + 22 < 1} le disque unité ouvert de R? et fo
définie par fo(x1,x2) = /1 — 2% — 22, On définit f par f(x) = (fo(x),z). D’apres ce qui

précede (Do, f) définit une nappe. Son support est I'intersection de la spheére unité (notée
S?) et du demi-espace {(y1,v2,y3) € R3|y; > 0}.

— Soit
g ]‘%a%[ﬂ‘%%[ — Rg
(u,v) —— (coswvcosu,cosvsinu,sinv),
et
v Dy — =53~ 5

A nouveau pour voir que 1 est un difféomorphisme on exhibe la réciproque ¢~ (u,v) =
(cosvsinu,sinv).

On vérifie que gotp(x1, 22) = (/1 — ||z]|?, 21, 22). Ce qui montre que (] -7, Z[x] =7, 5[, 9)
est une nappe paramétrée équivalente a la nappe (Dy, f) donnée précédemment.
Chacune de ces applications définit des coordonnées sur la nappe qu’elles engendrent (on
dira que p a pour coordonnées (z1,x3) dans les coordonnées définies par (Do, f) si p =
f(x1,22)). Les coordonnées définies par (] — 7, Z[x] — 5, 5[, g) sont bien connues : il s’agit
de la lattitude et de la longitude.
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On se demande maintenant a quoi ressemblent (au moins localement) les supports des nappes.
Est ce que le support d'une nappe de dimension 2 ressemble bien a une surface c’est-a-dire a un
bout de plan? La réponse est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.2.3 Soient d et n deux entiers non nuls, U un ouvert de R?, f : RY — R™ une
application lisse, et a € U. Si Df(a) est injective, alors d < n et il existe un ouvert V.C U
contenant a, un ouvert W de R™, un diffcomorphisme ¢ lisse de W sur son image tels que
f(V)C W et que pour tout x € V on a

(b(f(xl,u-;l’d)) = (.731,...,Id,0,...,0).

Autrement dit si f est lisse et D f(a) est injective, il existe un changement local de coordonnées
< a larrivée » qui rend f linéaire au voisinage de a. Ainsi I'image d’un petit voisinage de a
ressemble & un bout de p-plan, plus précisément : au voisinage de f(a), il existe des coordonnées
dans lesquelles I'image d'un petit voisinage de a se lit comme un bout de plan de dimension p.
Remarquons au passage que cela donne un sens précis a ’expression < ressembler a un bout de
plan >.

Preuve : L’application Df(a) est une application linéaire injective de R¢ dans R™. Le théoréme
du rang nous dit que d < n.

La jacobienne de f au point a possede d lignes linéairement indépendantes, quitte a permuter
les coordonnées de 'espace d’arrivée R™ (ce qui revient a composer a gauche par un premier
difféomorphisme), on peut supposer que ce sont les d premieres. Autrement dit on peut supposer

Ji(a) = (f) avec A= (gg( ))Kigd

1<j<d

avec A inversible (et carrée).
On définit alors g sur U x R"¢ par

9@, Ty, Ynea) = (@), @),y + ST @), Y + 7 ()

Cette fonction est lisse et sa jacobienne en a = (ay,...,a,,0,...,0) est de la forme

(9)

elle est donc inversible. On peut donc appliquer le théoreme d’inversion locale. Il existe donc un
voisinage V de a tel que la restriction de g a V' est un difféomorphisme lisse sur W = g(V) Soit V'

un ouvert de R tel que V x {0} € V. On pose ¢ = (g |7)~ L Pour tout z € V, f(z) = g(x,0) e W
et (z,0) € V donc ¢(f(x)) = (z,0).0

Exemples 2.2.4 Si la nappe est un graphe i.e. si elle admet un paramétrage (U, f) avec f(x) =
(z, fo(z)), on peut la redresser globalement. En effet (en gardant les notations de la preuve), on
a g(z,y) = (z,y + f(x)). On voit que g est un difféomorphisme de U x R"~¢ dans lui-méme dont
I'inverse est ¢(u,v) = (u,v — f(u)).

Un tel redressement n’est pas unique. En composant par des difféomorphismes laissant fixe
R? x {0} on en construit d’autres. Ainsi 'application définie sur Dy par x — (/1 — ||z||2, z) vue
plus haut est aussi redressée par

Uy, Y2, y3) ERYyr >0 = {(21, 20, 23) € R?| e — 22 — 22 >0}
<y17y27y3) = (log”yH7y27y3)
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FIGURE 2.1 — La preuve de la proposition 2.2.3 en dessin. Il est clair que g|‘2/1 o f envoie le segment
bleu du haut sur celui du bas.

Pour voir que ¢ est un difféomorphisme, on montre que ¥~ (21, 29, 23)) = (1/€2%1 — 22 — 22, 29, 23).
On vérifie que ¢ o f(z) = (0, z1, z2).

Il existe une famille de nappes plus agréables que les autres :

Définition 2.2.5 Une nappe ¥ est dite plongée s’il existe sur ¥ un systeme de coordonnées (U, f)
tel que f est injective et f~1: f(U) — U est continue® (autrement dit f est un homéomorphisme
sur son image).

Remarquons que cette propriété ne dépend pas du paramétrage choisit.

Exemples 2.2.6 — Les graphes sont toujours des nappes plongées. En effet, si f(z) =
(z, fo(x)) alors f~! peut étre vu comme la restriction & f(U) de Papplication (x,y) + z.
Elle est donc continue.

— Si on définit les coordonnées géographiques (u,v) — (cosv cos u, cos v sinu, sinv) sur tout
| = m,w[x] — w/2,7/2[, la nappe obtenue est aussi plongée.

— La proposition 2.2.3 dit aussi que tout x € U possede un voisinage V' tel que (V, f|y) est
une nappe plongée.

— La condition f injective n’est pas suffisante. Soit (] — 1, 4o00[, f) avec f(t) = (1th3, 11—2153),
le (demi)folium de Descartes (voir figure 2.2). L’application f est immersion injective (on
a donc bien affaire & une nappe sans points doubles) mais lim; ., f(t) = (0,0) = f(0).
Ainsi || f(t,) — f(0)|] — 0 n’implique pas t, — 0; f~! n’est donc pas continue et cette
nappe n’est pas plongée.

La proposition suivante explique en quoi une nappe plongée est plus sympathique.

Proposition 2.2.7 Soient (U, f) et (V,g) deur nappes paramétrées ayant méme support. Si
(U, f) et (V,g) sont plongées?, alors elles sont équivalentes.

1. Il est sous-entendu ici que f(U) est muni de la topologie induite par celle de R™.
2. On pourrait se contenter de supposer (V, g) plongée et f seulement injective et affiner la preuve
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FIGURE 2.2 — Le folium de Descartes

Preuve. Comme (V, g) est plongée I'application g=' o f qui va de U dans V est bien définie et
continue. L’application f étant injective cette application est de plus une bijection. Il s’agit de
montrer qu’il s’agit d’'un difféomorphisme lisse.

Soient wg € U et yo = g~ o f(xg). D’apres la proposition 2.2.3, il existe Vy un ouvert de V'
contenant gy, W un ouvert de R” et un difféomorphisme ¢ de W sur son image tels que g(Vy) C W
et pour tout y € Vg, on a ¢(g(y)) = (y,0).

Soit Uy = (g7 1o f)1(Vp). Comme g~'o f est continue, cet ensemble est un voisinage ouvert de
xg. Comme f(Uy) C W, Papplication ¢ o f|y, est bien définie et lisse. De plus, pour tout x € Uy,
¢o f(x) = (g 'o f(x),0). En composant par la projection sur le premier terme (qui est lisse), on
en déduit que g~ o f est lisse en xo.

On a montré que g~ !o f est lisse. Par symétrie, il en est de méme pour f~!og, ce qui termine
la preuve.[]

Cette proposition dit qu’étre une nappe plongée est une propriété du support de la nappe, ce
qui est bien plus pratique.

2.3 Des nappes aux sous-variétés.

Il se trouve que la notion de nappe est trop limitée. Par exemple, on n’arrive pas a voir toute
la spheére comme (le support de) une nappe. Et on ne voudrait pas exclure la sphere de notre
domaine d’étude. . .Mais la sphere a une propriété agréable : tout point sur la sphere a un voisinage
qui est le support d’une nappe. On va s’interesser aux objets qui partagent cette propriété.

Définition 2.3.1 On dit qu’un sous-ensemble M de R™ est une sous-variété de dimension d (ou
de codimension n — d) de R™ si pour tout p € M il existe un ouvert Q) contenant p et une nappe
plongée (U, f) de dimension d telle que f(U) = M N Q.

Les nappes (U, f) sont alors appelées des systemes de coordonnées locales de M.

Notre remarque ci-dessus peut donc se réécrire en : la sphere S? est une sous-variété de R3.

On voudrait tester cette nouvelle définition sur différents sous-ensembles de R™ (disons pour
n = 2 ou 3) pour se faire une meilleure idée de ce qui est et de ce qui n’est pas une sous-variété.
Bien souvent un tel sous-ensemble est donné par une équation (toute comme S? = {(z,y,z2) €
R3|z% + y? + 2% = 1}) et il n’est pas toujours possible de trouver explicitement un paramétrage
local d’'un ensemble donné par une équation. Pour contourner cette difficulté, on cherche ce qu’est
une < bonne équation .
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Définition 2.3.2 Une application différentiable f d’un ouvert U de R™ dans RY dont la différentielle
en tout point est surjective est appelé une submersion. Autrement dit f est une submersion si

Ve e U, 1g(Df(x)) = q,
ou rg(D f(x) désigne le rang de D f(x).
La proposition 2.2.3 a effectivement un analogue :

Proposition 2.3.3 Soient n et q deux entiers non nuls, U un ouvert de R, f : U — R? une
application lisse, et a € U. Si D f(a) est surjective, alors n > q et il existe un ouvert W contenant
a et un difféomorphisme lisse ¢ de W sur son image tels que ¢(W) C U et que pour tout x € W
on a

fo(xr,. .. xn)) = (T1,...,2q).

Preuve : L’application D f(a) est une application linéaire injective de R™ dans RY. Le théoréme
du rang nous dit que g < n.

Par hypothese, la jacobienne de f au point a est de rang ¢q. Permuter les coordonnées de R”
(au départ donc), revient a permuter les colonnes de J;(a). On peut supposer que les ¢ premieres
colonnes engendrent R?. La matrice B définie par

_(or
B = (891:j (x)) 1<i<q

1<j<q

est alors inversible (et on a J¢(a) = (B *)).
On définit alors g : U — R? x R par g(z) = (f'(x),... f9(x), Tgs1, ..., Tn).
Cette fonction est lisse et sa jacobienne en a est de la forme

(0 1)

elle est donc inversible. On peut donc appliquer le théoreme d’inversion locale. Il existe ainsi un
voisinage V' de a tel que la restriction de g a V' est un difféomorphisme lisse sur W = g(V'). On
pose ¢ = (glv)~*. Pour tout x € W, f o ¢(z) = (z1,...,2,).

Remarquons pour plus tard que, vu I’expression de g, il existe une application lisse F' : W — R?
telle que ¢(u,v) = (F(u,v),v), pour tout (u,v) € W. O

Autrement dit si Df(a) est surjective, il existe un changement local de coordonnées < au
départ > qui rend f linéaire. En particulier, si D f(a) est surjective et f(a) = 0, alors il existe un
voisinage U de a tel que f~1(0) NU ressemble a un bout de (n — ¢)-plan. .. On devine ainsi qu’il
existe différentes définitions équivalentes de ce qu’est une sous-variété.

Théoreme 2.3.4 Soit M un sous-ensemble de R™. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) M est une sous-variété de dimension d de R"™ (voir définition 2.3.1)

2) pour tout p € M il existe Q) et Q' wvoisinages ouverts de p et de 0 dans R™ et un difféomor-
phisme lisse ¢ tel que H(QN M) = Q' N (R4 x {0}).

3) pour tout p € M il existe un ouvert Q) de R™ contenant p et une submersion lisse h : Q —
R4 telle que QN M = h=1(0).

4) Quitte a permuter les coordonnées de R™, pour tout p € M il existe un ouvert ) contenant
p, une application lisse fy d’un ouwvert U de R? dans R"¢ tels que QYN M est le graphe de
fo c’est-a-dire que QN M = {(z,y) e REX R |z € U et y = fo(x)}.
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X f (=)

FIGURE 2.3 — La preuve de la proposition 2.3.3 en dessin. On a écrit f(z) pour (f(z),0) pour
des raisons de place. En suivant y = g(z) € W, on voit que f o g|(,1 est la premiere projection.
On voit aussi que g|‘71 exprime la courbe bleue comme un graphe au dessus du segment bleu, cf
théoreme 2.3.4.

Preuve :

1)= 2) d’apres la proposition 2.2.3.

3) = 2) d’apres la proposition 2.3.3.

4) = 1) déja vu cf. exemple 2.2.6.

3) = 4), c’est exactement le théoreme des fonctions implicites!
Soit h la submersion définie au voisinage de p telle que Q N M = h=1(0), donnée par 3) et soit
¢ : W — V 3 p un difffomorphisme qui redresse h au voisinage de p donné par la proposition
2.3.3. Soit U la projection sur R? de {0} x R* N V. Clairement h(z) = 0 si et seulement s'il
existe v € U tel que z = ¢(0,v). On a vu que, quitte a permutter les coordonnées, il existe
F W — R4 lisse telle que ¢(u,v) = (F(u,v),v). Par conséquent h1(0) NV = M NV est le
graphe de I'application lisse fo : U — R~ définie par fo(v) = F(0,v).

2) = 1) Soit p € M et ¢ tel que défini en 2). Soit i Papplication de R? dans R™ définie par
x — (,0). Il existe un ouvert U tel que (U, ¢~ ' oi) est bien définie et p € ¢~'oi(U). L’application
¢! o1 est une immersion et ¢~ 0 i(U) C M.

2) = 3) Soit p € M et ¢ tel que défini en 2). Soit 7 la projection orthogonale de R™ dans
{0} x R*~%. L’application h = 7 o ¢ est une submersion définie sur Q telle que h=*(0) = QN M.0O

On a utilisé le propriété suivante qui mérite d’étre remarquée mais dont la preuve est laissée
en exercice :

Propriété 2.3.5 La composée de deuz immersions (resp. de deuzr submersions) est une immer-
sion (resp. une submersion,).

Exercice 3 Montrer directement (sans utiliser le théoreme 2.3.4) que si M est le graphe d’une
application lisse de R? dans R™7? alors il existe une submersion lisse A de R™ dans R"7? telle que
M = = 1(0).

Exercice 4 Montrer sans utiliser les propositions 2.2.3 et 2.3.3 que si f est lisse (de classe C*
suffit) alors la propriété < D f(z) est surjective (resp. injective) en x > est ouverte, c’est-a-dire si
elle est vraie en x elle est vraie sur un voisinage de .

Parmi ces criteres certains sont plus pratiques pour montrer qu’'un sous-ensemble M est une
sous-variété (comme le troisieme) et d’autres pour montrer que M n'est pas une sous-variété
(comme le quatrieme). Illustrons cela avec des exemples.
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Exemples 2.3.6 — Considérons H I’hyperboloide & une nappe, c’est a dire {(x1, z2, z3) € R?| 23+
x3 — 232 — 1 = 0}. On considere la fonction lisse h : R®* \ {0} — R définie par h(zy,z2,23) =
22 + 22 — 22 — 1. Pour tout (71,79, 23) € R3\ {0}, on a Dh(x).£ = 211.&; + 21265 — 223&3. Cette
application linéaire qui va de R? dans R est surjective car (zy,xs,x3) # (0,0,0). L’application h

est donc une submersion lisse. Ce qui entraine que H est donc une sous-variété de R3.

FI1GURE 2.4 — Hyperboloide a une nappe

— Soit C' = {(z1,72) € R?| 22 — 23 = 0}, la cubique cuspidale. . Si C' était une sous variété, alors,
au voisinage de 0, on pourrait voir C' comme le graphe d’une fonction lisse. Il existerait donc deux
réels positifs € et n et une fonction fy :] — n,n[— R tels que

|z|]| <eetz e C e ay= fo(ry) ou |z <eetxeC e xy= folzy).

Dans le deuxiéme cas, on aurait fo(z;) = (22)/° mais cette application n’est pas dérivable en 0.
Dans le premier C' contiendrait un point d’ordonnée strictement négative, ce qui n’est pas le cas.
C n’est donc pas une sous-variété de R?, par contre C'\ {0} en est une.

F1GURE 2.5 — Cubique cuspidale
— Le fait que 'application (1, xs) — 23 — o3 n’est pas une surjection ne montre pas que C' n’est
pas une sous-varié¢té (mais c’est tout de méme un indice). Ainsi, on peut écrire ST = {(z,y) €
R?| (2* + y* — 1)? = 0}, lapplication (z,y) — (z* + y* — 1)* a une différentielle nulle le long de
S mais le cercle S* est bien une sous-variété de R2,

Dans la suite M désignera une sous-variété de R™ de dimension d et p un point de M.
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2.4 Espace tangent, extrema liés.

Définition 2.4.1 Un vecteurv € R"™ appartient aT,M, l’espace tangent enp a M, si et seulement
sl existe un arc (I,v) tel que v(I) C M (on dit que v est tracé sur M), que v(0) = p et que
7' (0) = v.

Vu comme ca, il n’est pas clair du tout que cet espace soit plan. La proposition suivante, en plus
de donner un moyen de calculer cet espace, éclairci ce point.

Proposition 2.4.2 1) Si (U, f) est un systeme de coordonnées locales sur M tel que f(0) = p,

alors
T,M = Df(0).R%

En particulier, si M est le graphe de fo alors Tiy s, M est le graphe de D fo(x).
2) Si h est une submersion telle que M N Q = h™=1(0), alors

T,M = ker Dh(p)

Preuve : 1) Pour tout v € RP, on sait que Df(0).v = £L|,_of(tv). Mais t — f(tv) est un arc
tracé sur M et donc Df(0).v € T,M.

Réciproquement, soit (I,7) un arc paramétré de R™ dont I'image est incluse dans f(U) et tel que
v(0) = p. D’apres la proposition 2.2.3, il existe un difféomorphisme ¢ défini sur un voisinage de
p tel que pour tout x proche de 0 ¢ o f(z) = (x,0). Comme f~! est continu, pour ¢ proche de 0,
F7H(v(¢)) est proche de 0 et donc

(/7 o)(®),0) = (do F)(f T on(t) = (0o )(1).

Ce qui montre que f~! o~ est lisse. On a donc

Y(0) = (fo(f7107)(0) =Df(0)-(f " 29)(0).

Ce qui donne l'inclusion réciproque.

2) Les espaces D f(0).R? et ker Dh(p) sont deux sous-espaces vectoriels de R™ de méme di-
mension. Il suffit donc de montrer une inclusion pour avoir égalité. Soit (/,+) un arc tracé sur M
dont I'image est incluse dans le domaine de définition de h et tel que v(0) = p. Pour tout t € I,
on a h(y(t)) = 0 et donc Dh(p).7'(0) = 0 cad v/(0) € ker Dh(p). O

Exemples 2.4.3 — On montre facilement a partir de la proposition 2.4.2 que pour tout p € S™,
T,5™ = pt.
— Soit C' le cone défini par C' = {((z2,x2,23) € R*|2? + 23 — 22 = 0}. Quand on voit C' (par
exemple sur la figure 2.6) on se dit qu’il y a surement un probléme en O qui 'empéche d’étre une
sous-variété de R®. Comment le prouver ? La proposition 2.4.2 nous permet le raisonnement par
I’absurde suivant :

Supposons que C' soit une sous-variété de R3. Les chemins ¢ — ¢(1,0,1), t — £(0,1,1) et
t > t(1,1,4/2) étant tracés sur C, les vecteurs (1,0,1), (0,1,1), (1,1,v/2) seraient des éléments
de ToC'. Mais ces vecteurs étant linéairement indépendants, ToC' et donc C' seraient de dimension
3 et donc C serait un ouvert de R3. Ce qui est faux donc C' n’est pas une sous-variété.

L’espace tangent tel qu’on I’a défini est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension d : il ne passe
pas par p. Le tangent < appuyé » sur M est le suivant.

Définition 2.4.4 On définit T];“M le plan affine tangent en p a M comme étant le plan affine
de direction T, passant par p.
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FIGURE 2.7 — L’hyperboloide & une nappe et son tangent affine en (1,0, 0)

Exercice 5 Soit I'hyperboloide H = {(zy, %9, x3) € R®|2? + 23 — 22 — 1 = 0}. Pour tout p € H,
déterminer T, H puis T;‘H . Déterminer T;‘H NH.

Il est possible de faire du calcul différentiel sur les sous-variétés. Cela dépasse hélas le cadre de
ce cours. Nous nous contenterons de la partie emergée de l'iceberg : le théoreme des extrema liés.
Il dit simplement qu'une fonction dérivable a valeur dans R a sa différentielle qui s’annule en un
extremum. Son originalité réside dans le fait que I’ensemble de départ est une sous-variété.

Théoreme 2.4.5 (extrema liés) Soit M une sous-variété de R™ de dimension d, F' une fonc-
tion différentiable a valeurs dans R définie sur un voisinage de M. Sip € M est tel que F(p) est
un extremum local de F|y, alors DF(p)|r,n = 0. En particulier si h = (h',... h""%) est une
submersion telle que h=(0) = M alors

IA1, . Anp) € RN DRYp) + - + A\_aDR"(p) = DF(p).
Les réels \; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

Preuve : Soit p € M tel que F(p) soit un extremum local de la restriction de £ a M. Soit v € T,M
et (I,7) un arc tracé sur M tel que v(0) = p et 7/(0) = v. La fonction F o~ a un extremum local
en 0 donc (F o) (0) =0. Or (Fo~)'(0) = DF(p).v, on en déduit que la restriction de DF(p) a
T,M est nulle, autrement dit que 7,M C ker DF(p).
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Soit L l'application linéaire de R™ dans R"~4t! définie par L(v) = (DF(p).v, Dh(p).v).
Le noyau de L contient T,M sa dimension est donc au moins d et son rang au plus n — d.
Son rang est au moins égal a celui de Dh(p) c’est-a-dire n — d. La famille de formes linéaires
{Dh*(p),...,Dh"%(p), DF(p)} (les vecteurs lignes de la matrice de L) est donc liée. Il existe
donc (A, . .. Ap—g) € R"™¥1 tels que AgDF (p)+_; \iDh'(p) = 0. Comme la famille { Dhi(p),1 <
i <n —d} est libre, on a forcément A\ # 0, on peut donc supposer que Ao = —1.00

Pour rendre cet énoncé plus familier, on pose la définition suivante :

Définition 2.4.6 Soit M une sous-variété de R™ de dimension d, F' une fonction différentiable
a valeurs dans R définie sur un voisinage de M. Un point p € M tel que DF(p)|r,ar = 0 est
appelé un point critique de F|y;.

Ainsi, le théoreme 2.4.5 dit que, comme toujours, les extrema locaux de F|y; se trouvent en les
points critiques de F|y;.

FIGURE 2.8 — la sous-variété S* et quelques niveaux de la fonction (x,y) — 22 — y?

Lorsque F' est une submersion, on peut donner une interprétation géométrique. Dans ce cas,
les niveaux de F' sont des sous-variétés et les points critiques de F|p; sont les points p ou T,M C
T,(F~Y(F(p)) (voir figure 2.8).

Le théoreme des extrema liés a quelques classiques et jolies applications, comme celles qui
suivent ou celle sur le jeu de billard dans une ellipse que l'on trouvera dans le Petit guide du
calcul différentiel de Rouviere.

Exercice 6 Soit M une sous-variété compacte de R™ de codimension 1 (on dit une hypersurface).
Montrer a l’aide du théoreme 2.4.5 que I'application allant de M dans I’ensemble des hyperplans
de R™ et qui a un point de M associe I'espace tangent a M en ce point est surjective.

Exercice 7 Soit L une matrice symétrique d’ordre n et F la forme quadratique qui lui est
associée, i.e. F(x) = wLx. Déduire de I'étude de F|gn-1 que L admet un vecteur propre v.
Montrer que L(vt) = v! et en déduire que L est diagonalisable.



Chapitre 3

Etude métrique des surfaces de R?

On s’interesse maintenant a la géométrie des surfaces (i.e. des sous-variétés de dimension 2) de
I'espace R?. Comme on travaillera surtout localement, on supposera presque toujours qu’il existe
un systeme de coordonnées global autrement dit que la surface est une nappe plongée.

3.1 Premiere forme fondamentale d’une surface.
Dans tout ce qui suit ¥ désigne une surface de R3.

Définition 3.1.1. On appelle premiere forme fondamentale de X en p, on note 1, la restriction
du produit scalaire {.,.) de R® a T,%. Autrement dit si (X,Y) € T,%, par définition

L(X,Y) = (X,Y).

On a ainsi un produit scalaire sur chaque 7,,% ou si on veut un < champ » de produits scalaires.
Si X est donné, il est facile de calculer 1,(X, X). Mais pour exprimer plus globalement I,,, on a

besoin d'une base de 7,,%. Il n’y en a pas de canonique. Cependant, si on choisit des coordonnées
U, f), pour tout 2 € U les vecteurs 2L () et 2L (2) forment une base de Tj(,» . On note ar(x
Ox1 Oxo f(x) f

la matrice de I,(f(x)) dans cette base. On a

o) e s E F
o) = ()% il ) il | = s = (7 6)
Ox1’ Oxa Ox1’ Ox1

ou Jf(x) désigne la jacobienne de f en x et ' la transposition.
On a done Ip(x)(Df(x).(61,&), Df (2)(C1, G2)) = Ly (€15 + €5, gl +Gogly) = 6ay ()¢, ot

_ (G (&
‘= (@) et = (@)'

Définition 3.1.2. L’application lisse de U dans ’espace des matrices carrées symétriques d’ordre
2 ainsi définie est appelée 'expression de la premiere forme fondamentale dans les coordonnées

U, f).

Cette application dépend fortement du systeme de coordonnées choisi, mais on sait dire ce
qu’elle devient quand on change de coordonnées. Il suffit d’appliquer en chaque point la formule
de changement de base des formes bilinéaire.

29
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Proposition 3.1.3. Si (U, f) et (V,g) sont deux systémes de coordonnées sur % et si 1) est un
changement de coordonnées tel que g = f o1, alors

ag(z) ="(JY(@))as(d(2)(J(2)),
ou Jv désigne la jacobienne de 1.

Preuve : Par définition on a ay(x) = *(Jg(x))(Jg(x)). La formule de composition des
dérivations nous dit que Jg(x) = Jf(¢(z))JY(z), d’ou

ag(z) ="(Jf(()Jv(@))(Jf (W (x))J¢(r))
= '(JP(2))"(Jf (W () (T f ((2))) (S ()
= "(Ji(x))ar(Jy (). O

Exemples 3.1.4. 1) On considere la nappe paramétrée (U, f) on U = Dy et f(z1,22) =

(x1,79,4/1 — 22 —22). On a

1 0
Jf(a) = o L
N \/l—ac% —.Z’% N \/l—x%—acg

Comme af ="'Jf(x)Jf(z), on a

2
Z1 122 2
ap = (1 + 1—:5%—:1:% 1—xf—x§ > _ 1 1-— Ty T1Z2
— 2 -—_— s  a _____ a 2 .
122 ) 1—x2 g2 1T 11—z
5 1 -+ 17:@79:% 1 2 142 1

lfxffxz
2) On prend maintenant la nappe paramétrée (V,g) ou V =] — 2, 3%[x]| — Z 2] et g( V) =
(cosucosv,sinucosv,sinv) (les deux nappes ne sont pas équivalentes, car f(U) # g(V),
mais on peut les rendre équivalentes en restreignant U et V). Cette fois
—slnucosv — cosusinv 9
. . cos“v 0
Jg(u,v) = | cosucosv —sinusinv donc a, = ( 0 1) :

0 COS v

Supposons que ¥ soit une nappe plongée paramétrée par (U, f). L'expression oy contient suffi-
samment d’information sur la géométrie de ¥ pour qu’on puisse (parfois) travailler uniquement
sur U C R? sans repasser par R3. Par exemple, si v : [0,1] — v est un arc C'. Sa longueur est
donnée par

Liy) = / (8, ()2 dt.

On a vu au chapitre précédent qu'il existe 8 : [0,1] — U de classe C! tel que v = fo 8. On a
v'(t) = Df(B(t))5(t) et donc

Liy) = / (DFB@)B(0), DFBE)F )2 dt
- / (1B'(t).0s (B(D).0'(1)) 2 dt

Cela signifie que pour déduire la longueur d’une route () de son tracé sur une carte (/3), il faut
connaitre la premiere forme fondamentale associée. En général, le plus court chemin ne se lit pas
comme une ligne droite sur la carte, cf. exemple 3.1.5.



3.2. APPLICATION DE GAUSS. 31

Meéme chose pour les angles. L’angle (ou du moins sa mesure) entre deux vecteurs non nuls X

et Y de R? est arccos <mX , ﬁY> Si ces deux vecteurs apprtiennent a T,%, il existe V' et W

non nuls dans R? tels Df(z).V = X et Df(x).W =Y. Ainsi, 'angle entre X et Y est égal a
arccos v ag(p) W
I
(Vayp)V) 72 (Wa ()W) 17

Exemple 3.1.5. Imaginons le Loup et le Petit Chaperon Rouge allant de Mineapolis a Ulan
Bator. Admettons que ces villes sont situées sur le 45eme parallele et qu’il y a une différence
de longitude de 180 degré. On donne au loup une carte réalisée avec les coordonnées (V, g) et a
la fillette une réalisée a partir de (V,g) vue a 'exemple 3.1.4. Chacun veut arriver le premier.
Chacun part donc en ligne droite. .. sur sa carte.

Dans les coordonnées (V g) les villes ont pour coordonnées (0, 7/4) et (m,7/4), le loup va donc
suivre le 45eme parallele ie le chemin dont I'expression en coordonnées (V, g) est t — (¢,7/4). 11

parcourt donc une longueur égale & [ cos(m/4)dt = @ (I'unité étant le rayon terrestre).

Dans les coordonnées (U, f) par contre les coordonnées de ces villes sont (0, —v/2/2) et
(0,4/2/2). Le chemin qui semble naturel a pour expression dans les coordonnées (U, f) t + (0, 1)
(il passe par le pole nord). Sa longueur est donnée par f_\%ig ﬁdt = 5. C’est beaucoup plus

court !

Remarque 3.1.6. On voit que deux nappes paramétrées (U, f) et (V,g) telles que oy = «
paraissent identiques & leurs habitants tant qu’ils n’ont pas conscience de 'espace R? qui les
entoure et ce méme si f(U) et f(V) n’ont rien a voir. Tout ce qu’ils peuvent mesurer localement
sans quitter la surface sera identique. C’est un peu comme si on avait deux cartes geographiques
identiques correspondant a deux parties distinctes du globe.
Cas particulier important si ¢ est une isométrie oy = agor. Dans ce cas, les nappes sont en un
certain sens les mémes. Par contre, on trouve facilement (exercice) un paramétrage local (U, f)
. . 10 : . .
du cylindre droit tel que ay(z) = (0 1). Les habitants du cylindre (qui ne se deplacent pas
trop) ont donc I'impression de vivre dans un plan.
Si on se donne des coordonnées (U, f). Les longueurs que 'on < voit » sur U sont les vraies
longueurs (ie celles sur X) a un facteur pres si et seulement s'il existe C' > 0 (I'inverse de ’echelle)
10
tell =C?
elle que ay = C (O 1
Pour ce qui est des angles, on montre facilement que deux produits scalaires définissent les
mémes angles (par la formule vue plus haut) si et seulement s’ils sont proportionnels. On en
déduit que que les angles lus (par exemple avec un rapporteur) sur une carte sont les angles réels
10
). Sur beaucoup de
01
mappemondes cette condition est vérifiée (pour des raisons esthétiques et pratiques).

). Sur toutes les mappemondes les longueurs lues sont fausses.

s'il existe une fonction ¢ a valeurs positives telle que ays(p) = ¢(p) (

Exercice 1. Projections de Mercator. Soit (V, g) les coordonnées (géographiques) vue dans
I'exemple 3.1.4. Montrer qu'il existe un changement de coordonnées ¢ de la forme (z,y) —

x,h(y)) tel que agou(x) = £(x L0 ou / est une fonction positive.
goy 0 1

3.2 Application de Gauss.

On dit que les Grecs avaient déduit le fait que la terre est ronde de I'observation des mats des
bateaux arrivant a 1’horizon. Nous voulons faire la méme chose. On commence par équiper ¥ de
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mats.

Définition 3.2.1. Une application v : X — S? C R? est une application de Gauss de X si v est
continue et si pour tout p € ¥, v(p) est perpendiculaire a T,%.

On voit par exemple que I'identité est une application de Gauss de la sphere S2.

Remarquons que si v est une application de Gauss alors —v aussi. Un plan n’ayant que deux
vecteurs orthogonaux de norme 1, on voit en faisant leur produit scalaire que lorsque Y est connexe
(si c’est une nappe par exemple) il existe au plus deux applications de Gauss. Il n’en existe pas
toujours, on se convainc facilement du fait qu'un ruban de Md&bius ne possede d’application de
Gauss. Si X est une nappe, il n’y a pas de problemes. En effet si (U, f) est un paramétrage de %
alors I'application v = Ny o f~! ot N; est définie par

91 (4) p 2L (2)
Ni(z) = oz Oxo
1) = oL Gy n 22 ()]

est une application de Gauss. On 'appelle I'application de Gauss associée a (U, f). On remarque
que 'application Ny est lisse (du moins si f Uest).

Proposition 3.2.2. Soient (U, f) et (V,g) deux paramétrages de X2 et ¢ : U — V' le changement
de coordonnées associé. Ces ceux paramétrages définissent la méme application de Gauss sur %
si et seulement si det(J¢p) > 0 sur U.

On dit alors qu’ils définissent la méme orientation sur X.

Preuve : Posons 8¢ (¢ (2)) = (a,b) et g—i(gb_l(a:)) = (¢,d). On a

URTYENI LY, 0f |, OF ), 0f
T (07 @) A R0 @) = (g + ) A (e (@) Ad(a).

Le produit vectoriel étant bilinéaire alterné, on a donc

fo¢ f oo of of

L : _ o @ OF
S (67 AT 07 ) = (ad—be) S ()AST () = det(o(67 () 2 () A gt

81’1 81’2

Dorénavant nous orientons X c’est-a-dire nous n’autorisons que les changements de coordonnées
dont le jacobien est positif. D’apres la proposition 3.2.2, tous les paramétrages d'une nappe orientée
définissent la méme application de Gauss. On 'appelle donc 'application de Gauss de la nappe
orientée.

Exercice 2. Déterminer I’application de Gauss de la nappe paramétrée par (u, v) — (cosu,sinu, v).

Exercice 3. Soient ¥ une nappe orientée paramétrée par (U, f) et ¥ une isométrie de R? de
partie linéaire d¥. On note W(X) la nappe orientée paramétrée par (U, ¥ o f). Montrer que
ves) (W o f(z)) = nd¥(vs(f(x)), ot n est le signe du déterminant de dW.

3.3 Aire d’une surface.

On cherche & munir ¥ d’une mesure corrrespondant a notre idée intuitive d’aire (qui n’est
pas si évidente a expliciter). Notamment, lorsque 'on déplace une surface son aire ne devrait pas
changer. Autrement dit, si ¥ est une isométrie de R?, on veut que X et ¥(X) aient méme mesure.
On commence par remarquer qu’une surface est toujours de mesure nulle, il ne peut s’agir d’'une
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simple restriction de la mesure de Lebesgue de R3. On suppose que X est une nappe plongée
paramétrée par (U, f). Toute mesure sur 3 se rappatrie via f en une mesure sur U. Inversement
toute mesure sur U définit une mesure sur X, mais en général cette mesure dépend du choix de

U, f)-

Proposition 3.3.1. Soient (U, f) et (V,g) deux paramétrages d’une nappe plongée ¥.. Soient oy
et ay les expressions dans ces coordonnées de la premicre forme fondamentale. Soit j1 la mesure
de Lebesgue de R%. Les mesures \/det(ay) p et /det(ay) u définissent la méme mesure sur X.

Preuve : On note Ay (resp. A,) la mesure sur ¥ définie par /det(as)p (resp. y/det(ay)p).
Soit ¢ : U — V' le difféomorphisme tel que f = go¢. D’aprés la proposition 3.1.3, oy = "Jpa,Jp,
donc det(ay) = (det(J¢))? det(ay). Soit D une partie mesurable de 3.

/ \/det(af)d,u:/d) ! 1(D))\det(ngﬂ det(a)dp.
(g

La formule de changement de variable, nous dit par ailleurs que

/ | det(Jo)|y/det(ay)dp :/ \/det(ay)dp == Ay (D). O
=g~ H(D)) g~ 1(D)

On a donc défini une mesure sur ¥ indépendamment d’un choix de coordonnées.

Définition 3.3.2. Pour toute partie mesurable D de Y, on définit l'aire de D comme étant
ff*l(D) det(ay)dp.

On voit aussi que 'aire ainsi définie est invariante par isométrie. En effet, si ¥ est une isométrie
de R3, alors auyop = ay.

Proposition 3.3.3. Si U est une isométrie de R® et D une partie mesurable de X alors ['aire de
D (vu comme partie de X2) est égale a l'aire de V(D) (vu comme partie de V(X)).

On veut comparer maintenant notre aire a l'aire usuelle. On commmence par epaissir D grace
a une application de Gauss. Pour tout ¢ > 0 on pose

V(t) ={p+sv(p),pe D C X, sel0t]}

On remarque que cette facon d’épaissir est invariante par déplacement de la surface.Si ¥ est
compacte et D = (il ne s’agit plus d’'une nappe), on montre! que V (¢) est 'ensemble des points
a distance t de X situé d’un coté de X.

Si D et t sont petits, V(¢) ressemble a un cylindre de base D et de hauteur ¢. On devrait donc
avoir vol(V(t)) ~ aire(D) x t. On peut voir cette affirmation comment une formulation du fait
qu’on peut approximer 'aire d’une surface par la quantité de peinture nécessaire pour la peindre.

Exemples 3.3.4. Si D est le parallélogramme de sommets 0, X,Y, X 4+ Y (contenu dans la

nappe vect(X,Y)) alors v = HX/\Y|| On sait que vol(V (¢)) = |det(X,Y,tv)| = t|det(X,Y,v)| =
1

aire(D).t et donc l'aire de D est |det(X,Y,v)| = |[X AY] = (| X2V — (X,Y)?)z (vérifier
qu’on retrouve 'aire usuelle ie le determinant de (X,Y") par rapport a une base orthonormée de
vect(X,Y)). Si on parametre vect(X,Y) par f : (u,v) — uX + vY, l'expression de la premiere
X[ (X Y}) e
; . La définition
1 Xy) v
3.3.2 donne aire(D) = [, 1 (IX]*[[Y]]* = (X, Y)?)2 dp. Cest bien la méme chose.

forme fondamentale dans ces coordonnées est constante : ay = ( (

1. Tout point de V() est & distance in férieure ou égale a ¢t de X.. Réciproquement, comme Y. est compacte pour
tout x € R? il existe y € ¥ tel que d(z,y) = inf,ex d(z, 2) = d(z,%). On a fini si on montre que y — x est colinéaire
a v(y). La fonction 8, : z — |z — z||? est lisse, d’aprés le théoréme des extrema liés : Yo € T,8, D&, (y).v =

(2(y —x),v) =0.
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Plus t est petit meilleure est I’approximation. Si ’aire qu’on a défini est bien I’aire usuelle, on
devrait avoir, au moins localement pour D assez petit, aire(D) = lim; o+ w

On définit F : Ux| — ¢,e[— R? par F(z,s) = f(x) + sNy(z). Cette application est lisse et
DF(xz,0)(h,k) = Df(z).h + kNg(x) + 0. On voit que DF(z,0) est toujours inversible, on peut
appliquer le théoreme d’inversion locale en tout point. Quitte a prendre un D plus petit, on
peut restreindre U et € de telle sorte que F' soit un difféomorphisme lisse (on pourrait montrer
que prendre D compact suffit). On pose A = f~1(D). On peut donc appliquer la formule de

changement de variables :

vol(V (1)) :/ dy, dysdys :/ | det DF(z, s)|dzdzads.
(Ax[0,t]) Ax[0,t]

Par ailleurs DF'(z, s).(h,k) = Df(z).h + kNs(z) + sDN¢(x).h donc

of of

det DF(z,s) = det(a D
T

,Ny(2)) + sA(x) + s*B(x),
ou A et B sont des termes qu’on ne detaillera pas impliquant des dérivées de Ny. En intégrant
tout d’abord par rapport a s (on utilise le théoreme de Fubini), on a donc

vol(V (1)) = /Atd t(gi ggi Ny (x )) 4 A( )+th(x) iz

Ainsi Paire de D est [, det(g—ai,g—af; ¢(x))dz, or det(gg,aa—xj; Ny(z)) = | 2L A 2L = | /det oy

(montrer cette derniere égalité). On a donc montré que

Aire(D) = ll_I)I(l) — / \/det ay(z)dx

Notre définition de I'aire coincide donc (du moins localement) avec la notion intuitive d’aire.
Remarque : On peut continuer la discussion sur les bonnes coordonnées. Il est clair que les aires
que 'on voit sur une carte correspondent a un facteur pres aux aires réelles si et seulement si
det(ay) est constant. Sur les mappemondes habituellement utilisées les aires lues ne correspondent
pas aux aires réelles. Souvent le Groenland est de taille comparable a I’Afrique ou a I’Amérique
du sud.

Il est possible de faire des mappemondes sur lesquelles les aires sont correctes (c’est le cas des
cartes obtenues par projection de Peters), mais si les angles et les aires lues sont justes alors les
longueurs le sont ce qui est impossible.

Exercice 4. 1) A T'aide des coordonnées (6, h) — R(v/1 — h2cosf,v/1 — hZsin0, h) (projec-
tion de Peters) calculer l'aire des spheres (on admettra que S? et S? privée d’un arc de
grand cercle ont méme aire). En déduire la formule donnant le volume des boules.

2) Un triangle sphérique est un triangle tracé sur la sphere unité dont les cotés sont des arcs
de grands cercles (ie de centre 0). Montrer qu'un triangle sphérique d’angles a, b et ¢ est
d’aire a +b+c — .

3.4 Deuxieme forme fondamentale. Courbure.

Pour faire comme les grecs, il nous faut faire varier nos mats. On veut donc dériver I’application
de Gauss.



3.4. DEUXIEME FORME FONDAMENTALE. COURBURE. 35

On a vu dans la preuve de la proposition 2.4.2 que si v est un arc différentiable a valeurs dans
¥ alors f~1 o~ est différentiable. On en déduit que si v est un arc différentiable & valeurs dans ¥
et si v est une application de Gauss de X alors v o v est une application différentiable. En effet,
voy=(vof)o(f'or) estla composée de deux applications différentiables. Comme il s’agit
d’une propriété locale, on voit que cette propriété est encore vraie sur toute surface possédant
une application de Gauss.

Définition 3.4.1. Soit 3 une nappe orientée, v lapplication de Gauss associée (ou plus généralement
une surface munie d’une application de Gauss) et p € .. La différentielle de v en p = f(x) est
Uapplication linéaire Tyv : T,3 — R3 définie par

4w X = (vo ) (0),
ou 7y est un arc différentiable tracé sur ¥ tel que v(0) = p et ' (0) = X.

Pour voir que d,v(p).X ne dépend pas du choix de ~y, on utilise des coordonnées (U, f). On
avu que vof = Nyo (f'or), par ailleurs Df(z).(f~! o 7)(0) = X, ce qui signifie que
(f~to~)(0) = [Df(z)]'X (on voit Df(x) comme un isomorphisme entre R? et 7,,%). On voit
donc que

4(p).X = DN, (@).[Df(x)]

Toute mention a v a disparu. Remarquons qu’on a aussi montré que Uexpression DNy (z).[D f(z)] ' X
ne dépend pas du choix de (U, f).

Proposition 3.4.2. La différentielle de l’application de Gauss de ¥ en p est un endomorphisme
de T,X. Cet endomorphisme est symétrique c’est-a-dire

V(X,Y) e T, (T,v.X,Y) = (X, T,n.Y).

Preuve : On choisit des coordonnées (U, f) et on définit Ny comme précédemment.
Soit X € T,X et ¢ = D f(x)~".X € R? Par définition d,v.X = £|,_o(N;)(x + t£). 1l s’agit donc
de la dérivée d'un arc lisse tracé sur S%. Donc DNy(z).€ € T,,)S?. Mais T,,,)S? = v(p)* = T,%.
Ce qui montre le premier point.

Pour montrer le deuxieme point, il suffit de montrer que

(tro g, 5L @) = (L) dpow o).

Par définition dyv 8mfl (x) = %];[f( ) et comme gf (x) € Ty)X on a aussi <Nf(x), %(x)> = 0.

En dérivant cette égalité, on a
ONy Of 0 f
N =0
< 833'1 8$2> * < ’ &Ul@xg

D’apres le théoreme de Schwarz le terme de droite est symétrique, il en est donc de méme de celui
de gauche. [J

Exemples 3.4.3. Si X est la sphere S? alors v = =+id selon le choix de v (rentrant ou sortant).
Pour tout arc v : [ — S? on a v oy = £~ et donc pour tout p € S?, d,v = +Id

Soient C le cylindre droit défini a l'exercice 2 et (U, g) le paramétrage de C défini alors. Si on a
fait 'exercice, on a trouvé v o g(z1,x2) = (cosxy,sinz1,0). On a donc

—sinx; O
J(wog)(zr)=| cosz; O
0 0



36 CHAPITRE 3. ETUDE METRIQUE DES SURFACES DE R3

On en déduit que
dg , . Og

dg

Oz,

dy( (z) et dg@@)v (z) = 0.

.. . p) ) 10
Ainsi la matrice de dy(,)v dans la base (5 (z), 5% (7)) est (0 NE

Définition 3.4.4. On appelle endomorphisme de Weingarten (de ¥ en p), l’endomorphisme
symétrique
W, =—d,v:T,X = T,%

(on fera attention au signe moins) et seconde forme fondamentale (de ¥ en p) la forme bilinéaire
symétrique définie par
IL(X)Y) = —(d,vX,Y) = (W, X,Y).

Remarque 3.4.5. Le fait que I'endomorphisme de Weingarten est symétrique ne signifie pas que
sa matrice dans une base quelconque est symétrique (seule son écriture dans une base orthonor-
male 'est). Par contre, il est bien diagonalisable.

La proposition suivante donne une interpretation géométrique du nombre I7,(X, X) (ainsi
qu'une explication de la présence du signe —).

Proposition 3.4.6. Soient p € X, (I,v) un arc différentiable tracé sur ¥. Soit p = ~v(0) et
X =4/(0). Alors
(¥"(0),v) = = (d,v. X, X) = (X, X).

Preuve : Pour tout ¢t € I, on a (7/(t),v(y(t))) = 0. Par définition (v ov)'(0) = d,v.7/(0) donc en
dérivant la premiere égalité, on a (7”(0),v) = — (v/(0), d,v.4'(0)). O

On rappelle que (7”(0), ) v est la projection orthogonale de 'accélération sur la normale a T),%.
Si on note v”(0)T la partie tangentielle, on a donc

7"(0) = (v"(0), v(p)) v(p) +7"(0)".

La proposition 3.4.6 nous dit que (7”(0), ) ne dépend que de 7/(0). C’est la partie de 'accélération
qui permet a 7 de rester dans . Ainsi ce nombre décrit 3. Il nous dit aussi comment se situe y
par rapport au plan (affine) tangent. En effet,

J

Y(t) = [p+tX +12/29"(0)7] +2/2 11(X, X)v(p) + o(t?).

ETAY

On voit qu’au voisinage de 0, la courbe est dans le demi-espace délimité par TpAZ contenant
p+v(p) si I1(X,X) > 0 dans celui contenant p — v(p) si 11(X, X) < 0. On ne peut rien dire si
[1(X,X) = 0.
On peut écrire v = p + v + hv(p) avec 7y a valeurs dans 7,¥ et h (comme hauteur) a valeurs
dans R. En comparant les développement limités on voit que I1,(X, X) = h”(0) et que A'(0) = 0.
On en déduit :

Fait 3.4.7. Soit 3 le graphe de fo : R?> D U — R lisse. Si a € U est tel que Df(a) =0, alors en

b= (CL, fO(a)); on a
11, = D*fy(a).

ot D?fy est la différentielle seconde de fj.
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Définition 3.4.8. On appelle courbure de Gauss de ¥ au point p le déterminant de [’endomor-
phisme de Weingarten. On la note Kx(p).

Exemples 3.4.9. Il découle de 3.4.3 que la courbure de la sphere unité est égale a 1 et que celle

du cylindre est nulle (on dit que le cylindre est plat). Quelle est la courbure d’une sphére de rayon
R>07

Remarque 3.4.10. L’endomorphisme W, dépend du choix d'une orientation, mais pas son
déterminant. Le signe de la courbure ne dépend pas du ChOlX d’une orientation. On déduit de
Pexercice 3 que pour toute isométrie ¥ de R?, W)’ = iW ) et Ky (Y(p)) = Kx(p).

Exercice 5. Montrer que les valeurs propres de W), sont les valeurs extremales de I’application
X — I1,(X, X) restreinte aux vecteurs X € T,% tels que || X|| = 1. Elles correspondent donc aux
directions dans lesquelles la surface se courbe le plus. On les appelle les courbures principales.

On remarque que le signe de la courbure nous dit si les deux courbures principales sont de
méme signe, autrement dit si les courbes correspondantes sont du méme coté du plan tangent.
On montre ainsi :

Proposition 3.4.11. Soit p un point p de ¥ supposée plongée. Si Kx(p) > 0 alors il existe s’il
existe un voisinage €2 de p tel que QN M N T;‘M = {p}. Si Kx(p) < 0 alors pour tout voisinage
Q de p il existe des points de QXN M situés de part et d’autre de T'aM.

Preuve : Le probleme étant invariant par isométrie affine, on peut supposer que p = 0 et 1),
est le plan horizontal {x3 = 0}. D’apres le théoreme des sous-variétés, il existe une fonction f;
telle qu’au voisinage de p la nappe X est le graphe de fy. Le plan tangent en p étant horizontal
on a Dfy(0) = 0. D’apres le fait, 3.4.7 I1,(0) = D? f(0). On écrit le développement limité de fo,
il existe une fonction ¢ tendant vers 0 en 0 telle que

fo(z) = D*f(0).2% + ||z|]e(z).

Le déterminant de la hessienne est égal a K (0). Si K(0) > 0 alors la hessienne est définie positive
ou négative la fonction fj a un extremum local en 0. Si K (0) < 0 alors la hessienne est de signature
(1,1), 0 n’est pas un extremum local. [J

On comparera avec le calcul de I'intersection d'un hyperboloide a une nappe et de son tangent
affine demandé au chapitre précdent.

Expression locale de I1].

On se donne des coordonnées (U, f) et, comme pour la premieére forme, on cherche la matrice

symétrique, que 'on note 3¢, de I dans le repere (885 (), g—xj;(:z:)) Soient A, B, C tels que

A
ﬁf:(B g)

Soit £ € R? et larc de U défini par (t) = f(x1 + &1t, x9 + Eot). Ses dérivées sont :

3¥n <x+t£)+&%<x+t$)
7"(0) =£%—§< 2) + 21 bo i (v) + G54 ().
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On a I1,(7'(0),7'(0)) = £2A + 2£,& B + £3C'. Par ailleurs

11,(¢,€) = (v"(0), 7 )
(x)Aai2 (@) >

oy
]
L @n @]

— oo det ((2(2), 2L (2), 8 A (2) + 2616504 (2) + €354

12 ()0 2L (@)

o e det (dz1< ) a@( 2). (@) + 2616 det (£ (2). £ (2), 524 (@)

IgL-(@)n gL ()
+§2 det <B_x1( )7 a@ 7 Bm ) }

Par identification, on en déduit que

et (2 (2), 2 (), 2
A= ez (8901 (2), 52z @), 555 (x))’
af

<

Il
RS
\Q\
—~
(@)
=

ol Q

CED
— 1 of >f
B = ez 4 (# @) @) a2 @)

16)
C= ool det( (), 525 (*) (x)>,

On voit a nouveau que lorsque X est le graphe d’une fonction lisse fy : R? — R telle que fo(0) = 0
et Df(0) =0, alors I est la hessienne de f; en 0.

Proposition 3.4.12. Soit (U, f) des coordonnées locales sur ¥ et oy et 5y les expressions locales
des deux formes fondamentales. Alors pour tout x € U :

AC — B?
1
Kx(f(2)) = det(Bror) = 2o
Preuve : Soit wy(z) la matrice de T,v(p) dans la base (5~ Ar -(z), g—mfz(:v)) Pour tout &, on a

I1,(Df(x)-§, Df (x).0) = "¢Bs(x)C.

Mais aussi

IL(Df(x).£, Df(x).C) = — (Tyv.Df(x).£, Df(2).C) = "wp(x).E)ay(z).C.
Donc 'wray = B¢ ou si on préfere By = aywy. O
Exemples 3.4.13. Une surface de révolution S est une surface paramétrée par une application
de la forme :
f(uu U) = (71 (’U) COS U, 71 (U) SiIlu, ’72(”))
ou 0 <u<2ma<v<bety(v)>0.Larcy = (7,0,7) est appelé la génératrice de S. La

surface S est obtenue en faisant tourner v autour de I'axe Ox3. Nous supposons la génératrice
paramétrée par longueur d’arc, c’est-a-dire (7])? + (74)? = 1. On a alors

2
v 0
= (3 1)

On utilise les formules ci-dessus pour calculer .

—y1sinu ) cosu  —7vy; cosu
A= —| yicosu jsinu —vysinu | = —'Yl'Yéa
o 7 0
B=0,
C =y — v
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On déduit de la proposition 3.4.12 que la courbure de S est donnée par

I )

Ko = 2020 — 757
gi!

! 0

Comme (77)* + (75)> = 1, on a {9} = =475 et donc

Ky — 007 =) 0P Al 0n)® o
gl m n

Remarquons que les vecteurs % et % sont orthogonaux a la fois pour I et pour /1. Il s’agit donc

des directions principales de S. Les courbures principales sont donc données par

11(%,90)/1(38,90) = 2

51 01\ (01 01y _ _
(55 50)/1(55: 35) = =0 — %
Exercice 6. Donner un exemple de surface de révolution a courbure constante négative.

Faire un dessin du tore 7" obtenu en prenant v = (2 + cos v, 0, sinv). Déterminer les points ou la
courbure est positive, ceux ou elle est négative.

3.5 Theorema Egregium.

Partant de I'idée que ce que pergoit de ¥ un de ses habitants (plats) c’est la premiere forme
fondamentale et que pour comparer deux formes fondamentales on n’a que ’expression en coor-
données locales, on pose la définition suivante.

Définition 3.5.1. Deuz nappes X1 et 3o sont dites isométriques s’il existe des coordonnées (U, f)
et (V,g) resp. sur ¥y et ¥o telle que oy = .

Exemples 3.5.2. — L’existence de paramétrage par longueur d’arc dit que deux nappes de
dimension 1 sont toujours localement isométriques.
— Un morceau de plan et un morceau de cylindre sont isométriques mais leurs deuxiemes
formes fondamentales sont différentes.
— Soit p et ¢ deux points de S?, il existe un voisinage 2 de p et un voisinage 2’ de ¢ tels que
QN S? et ' NS? sont isométriques.

La discussion sur la longueur des courbes lues sur une carte se reformule en : la sphere est-elle
localement isométrique au plan ? La réponse est finalement donnée par le (remarquable) théoréme
suivant.

Théoréme 3.5.3 (Theorema Egregium de Gauss). Deux nappes isomélriques ont méme  cour-
bure.

Preuve : Si on arrive a trouver des coordonnées (U, f) sur X pour lesquelles on sait calculer
K en fonction des coefficients de oy, le théoréme sera prouvé. On cherche donc des coordonnées
telles que a soit le plus simple possible (mais si le théoreme est vrai alors ay ne peut pas étre
trop simple non plus). Le lemme suivant qui sera prouvé plus tard donne de telles coordonnées.

Lemme 3.5.4. Au voisinage de tout point de 3 il existe des coordonnées (U, f) telles que

1 0
o) =0 e

ou J est une fonction lisse partout non nulle.
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On se place dans ces coordonnées et on écrit les vecteurs 888{0 (x) dans la base ((%f (x), g—:g;(a:), v(f(x))).
L0 j

Il existe des coefficients (variables) traditionnellement notés F;‘i ; et appelés symboles de Christoffel
tels que

ZF —+H of 8f)Nf, (%)

axlax] 53 Q. 8331 Oz,

le coefficient devant Ny a été obtenu a la proposition 3.4.2. Dans la suite on remplace la notation
ot B; = A B
b d I'=\B C)
On part des égalités (01 f,01f) =1 et (01f,02f) = 0 et on dérive :
81(<81f7 81f>) =2 <a%1fa a1f> = 07
((01f,00f)) =2(05,f,00f) =0
81(<82f, 81f>) = <8%2 781f> + <a2f7 a%lf> = 0.

On voit donc que I'f; =T} = 0 et donc 9% f = AN;. On a aussi I'[, = 0. On calcule maintenant
2, :

C%_ par 0;. On note wy = (

2J01J = 01 (Oaf, 0o f) = 2(0F5, 0o f ) = 21}, (Do f, O f) = 21}, J°.

On note J' et J” les dérivées 0y J et 93, J. Par conséquent 0%, f = leagf + BNy. D’apres le lemme
de Schwarz, on a 0y(9% f) = 01(012f). En remplagant par les expressions trouvées, on a

J' J'
(02 A)Ny + ADoN;p = 0y (= )82]‘ + — 6%2f + 0B Ny + B0, Ny.

Par définition la matrice de w; ci-dessus est celle —DN, d’ot, en remplagant & nouveau 9%, f :

JI/ J/2 Jl

(82A>Nf — A(c@lf + dazf) == (7 )azf J <J/82f + BNf> + (8lB)Nf - B(aalf + bazf)

En considérant le coefficient devant 0, f, on obtient JTH = Ad — Bb. Vu la forme de ay et sachant
que By = ajwy,on a A=aet B = c. Ainsi

J//
-5 = = ad — bc = det(wy) = K. O

Corollaire 3.5.5. Quel que soit le bout de terre qu’elle représente une carte est toujours fausse.

preuve du corollaire : Le plan et la sphere ont des courbures partout différentes. Ils sont
nulle part isométriques.]

La réciproque du Theorema egregium est fausse :

Exercice 7. Montrer que la nappe X paramétrée par
f o (u,v) — (ucosv,usinv,logu)
et I'hélicoide paramétré par
g (u,v) — (ucosv,usinv,v)
ont méme courbure mais ne sont pas isométriques.

Exercice 8. Soit (U, f) des coordonnées sur ¥ vérifiant les conclusions du lemme 3.5.4. Quitte a
restreindre U on le suppose convexe. Soient (a, ¢) et (b, ¢) deux points de U et «y : [0,1] — X 'arc
paramétré défini par y(t) = f(ta + (1 — t)b,c). Montrer que I' est le plus court arc tracé sur 3
reliant f(a,c) et f(b,c). Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], v"(t) est perpendiculaire a T’ X.
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3.6 Géodésiques.

Soit p € ¥ et X € T,X. On cherche la trajectoire (I,7) d'un point partant de p dans la
direction X allant toujours droit devant lui tout en restant sur . On cherche, en fait, I’analogue
du mouvement rectiligne uniforme. Ce dernier est caractérisé par 4 = 0. On a vu a la proposition
3.4.6 que (v, v) est imposé par 3. A priori le terme

V() = (Y v(v(0))) v(v(8)),

la partie tangentielle de 'accélération est libre. On va demander qu’elle soit nulle. Il n’est pas
nécessaire de demander & Y d’étre une nappe, tout ceci a un sens sur une surface de R3.

Définition 3.6.1. Un arc paramétré deuz fois dérivable (1,7) tracé sur ¥ tel que pour toutt € I
V' (t) € Ty Xt est appelé une géodésique de 3.

On fera attention au fait que le reparamétrage d’une géodésique n’est pas forcément une
géodésique.

Exemples 3.6.2. Les grands cercles de S?, c’est-a-dire les courbes obtenues en prenant l'inter-
section de la sphere avec un plan P passant par le centre de la sphere, sont des géodésiques de

la sphere. Plus précisément, si (I,7) est un paramétrage par longueur d’arc de P N S?, alors
(,7"y = 0, de plus v et 7" sont contenus dans P et non nuls. Ainsi {7/,7”} est une base
orthogonale de P. Donc +” est proportionnel a v.

De méme si S est une surface de révolution paramétrée par f(u,v) = (71(v) cosu, y1(v) sinu, ¥ (v))

(cf 3.4.13) alors les méridiens, ie les arcs paramétrés par v — (71 (v) cos ug, 1 (v) sin ug, Y2(v)) sont
des géodésiques.

Proposition 3.6.3. Les géodésiques sont toujours parcourues a vitesse constante.

Preuve : Soit (I,7) une géodésique. La dérivée de 'application ¢ — (y/(t),~'(t)) est donnée
par t — 2(7"(t),~'(t)). Comme ~"(t) est perpendiculaire au tangent ceci est nul. La norme de
v'(t) est donc constante.[]

Théoréme 3.6.4. Pour tout point p € X et tout vecteur X € T,%, il existe une unique géodésique
< mazimale® > (I,7) telle que v(0) = p et 7/(0) = X. Celle ci est lisse.

Preuve : Soit (U, f) un systeme de coordonnées sur ¥ et ¢: I — U un arc de U. On cherche
a savoir a quelle condition v = f o ¢ est une géodésique. On a

V'(8) = D2f(e(t)-< (1) + Df(e(t)- (1)
= 325 A0 ) 55 (1) + Xy ()AL

Ce qui donne en utilisant les F ; vus plus haut :

V() = (), vy () w1 (8) = X (00 (8) S, T, 20 ) + S ) 2
= 5, () + oy O OTE ) 22 (1))

Ainsi v est une géodésique si et seulement si pour k =1 et k =2 on a pour tout ¢t € [

)+ ZF” ci( =0. ()

Ainsi (1,7) est une géodésique si et seulement si (I, ¢) est une solution de I’équation différentielle
ci-dessus. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet alors de conclure.[]

2. au sens des solutions d’équations d’équations différentielles



42 CHAPITRE 3. ETUDE METRIQUE DES SURFACES DE R3

Exercice 9. Soit (Ja,b[,7) la géodésique maximale telle que y(0) = p et 7'(0) = X et k € R*.
Montrer que (Ja/k,b/k[,t — ~v(kt)) est la géodésique v(0) = p et ' (0) = kX.
Montrer que les seules géodésiques de S? sont les grands cercles parcourus a vitesse constante.

Au vu de la définition donnée et de I’équation différentielle (xx), on peut se demander si la
notion de géodésique & un sens pour un “habitant” de Y qui n’a pas conscience de R3.

Exercice 10. En exprimant de deux fagons différentes < afjaj; = 8%>, montrer que ’on peut expri-

mer les Ff’ ; en fonction de £, I ,G et de leurs dérivées (c’est ce qu’on fait dans un cas particulier
pour montrer le théoreme de Gauss).

Début de solution :

1 2 _ [ _®f of\ _ 10E
I_‘11l? + FllF — \ Oz10z2 Ox1 T 201

1 2 _[&fF of _ OF _ 10FE
FHF + FHG T\ 0237 Oz 01 2 Oxo

Ainsi les géodésiques ont bien un sens intrinseque.

Preuve du lemme de Gauss 3.5.4 :

On a vu dans 'exercice 8 que les coordonnées données par le lemme de Gauss sont etroitement
lides aux géodésiques de ¥ (tous les segments horizontaux de U donnent des géodésiques). C’est
précisément ce lien qui permet de montrer le lemme 3.5.4. D’apres les théoremes classiques sur les
équations différentielles, tout couple (zg,vo) € u x R? posséde un voisinage ouvert V' x W et un
e > 0 tels que pour tout (z,v) € V x W il existe une unique solution ¢, , 'équation différentielle
(%), définie sur | — ¢,¢[ et de condition initiale (z,v). De plus (c’est le théoreme de dépendance
aux conditions initiales, cf. Laudenbach p.94 théoreme IV.1.2. par exemple), I'application

O :—|e,e[xV xW = U
(t,x,v) = Cpp(t)

est lisse. On déduit de 'exercice 9 qu’il existe § > 0 tel que @ est définie sur | —2,2[xV x B(0,J).
La restriction de ® & {1} x {x} x B(0,§) est une application lisse traditionnellement notée exp, 3.
Par définition exp,(v) = ®(1,z,v) = ¢;0(1).

Lemme 3.6.5. Pour tout x € U, lapplication exp, est un difféomorphisme local au voisinage
de 0.

Preuve : L’application exp, est lisse, il suffit donc de montrer que la différentielle en 0 est
inversible. Pour tout v € R? on a (on utilise encore I'exercice 9) :

d d d

= £|S:0 epr(S?}) = Cx,sv(l) = £| Cx,v(s) = 9.

D exp,(0).v = —
( ) d5|s:0 s=0

Ainsi Dexp,(0) =1d. O

Soit (X1, X») une base orthonormée de T\ X et soit (&1,&) = ([Df(x)] ' Xy, [Df(z)] 7' X5).
Pour p > 0 assez petit I'application ®q définie sur |0, p[x [0, 27| par $y(r, ) = r(cos(0)&;+sin(6)E)
a son image dans B(0, d). La restriction de exp, o g a |0, p[x]0, 27| est donc un difféomorphisme
sur son image (contenue dans U).

3. en fait ce qu'on appelle habituellement exponentielle c’est I'application f o exp, o[Df(z)]~! qui va d'un
voisinage de 0 dans T},% dans un voisinage de p dans X
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On définit maintenant des nouvelles coordonnées locales (V, g) sur . On prend V' =|0, p[x]0, 27|
et g = f oexp, o®y. Montrons que oy est de la forme voulue.

Soit g Parc défini par ~y(r) = g(r,0). Par construction, il s’agit d'un arc géodésique. On a
donc :

(0r9,0rg) = (3(r), 7(r)) = (75(0),75(0)) = || cos(6) Xy + sin(0) Xs||* = 1.

On veut maintenant montrer que (9,g, dpg) = 0.

0,(0,9,099) = (02,9, 0sg) + (0,9, 02%g)
= <7é/<r)7 a@Q) + <a7"g7 87%Og>

1
=0+ §8ﬁ<argva’l‘g> = 07
puisque 7y est une géodésique et que (0,.g,0,g) est constant. Par ailleurs

Opg(r,0) = Og(f o exp,(r(cos(0)&1 + sin(0)&2)) = D(f o exp,)(Po(r, 0)).(r(—sin(0)&; + cos(0)Es)).

On en déduit que lim, g dyg(r,0) = 0 et donc lim, ,0(0,g,0pg) = 0. Or, d’apres ce qui précede
(0,9, 0p9) ne dépend pas de r et donc ¢, a bien la forme voulue !

Corollaire 3.6.6. Les géodésiques sont exactement les courbes qui minimisent localement la lon-
gueur. Si une courbe minimise globalement la longueur alors c’est une géodésique.

Autrement dit si 2 points sont suffisamment proches il existe un plus court chemin les reliant
et ce chemin est un arc de géodésique.
Preuve : Si y est suffisament proche de x, alors il existe v tel que y = exp,(v). En se placant
dans les coordonnées données par le lemme de Gauss, on déduit de l'exercice 8 que le segment
géodésique t — exp, (tv) minimise la longueur.

Inversement si v est le plus court chemin reliant deux points, il minimise aussi la longueur
entre chacun de ses points. En les choisissant suffisamment proche on en déduit que v est une
géodésique. [.



Chapitre 4

Formes différentielles

4.1 Algebre tensorielle.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. On rappelle qu'une application L : E¥ — R est appelée
une forme k-linéaire si pour tout ¢ € {1,...,k},ona L(vy,...,av;+bw;, ..., vx) = a L(vy, ..., v ..., 05)+
bL(vi,...,w;,...,v;), pour tout (a,b) € R% v; et w; € E.

Définition 4.1.1 Soit L une forme k-linéaire sur E. On dira que L est alternée si, pour toute permu-
tation o de {1,...k} et tout (v1,...,vx) € E¥, on a

L(vy,...vx) = (o) L(vo1)s - - > Vo(k))
ou (o) désigne la signature® de o. On notera /\k E* Despace vectoriel des k formes linéaires alternées.

0 s s ,
On pose A\~ E* =R, une 0 forme linéaire alternée est une constante.

Lorsque k = 1, L est simplement une forme linéaire et /\1 E* = E*. Lorsque k = 2, cela signifie
L(v,w) = —L(w,v).

Exercice 1 Montrer qu'une forme k-linéaire L est alternée si et seulement si {vy,... v} linéairement
dépendants implique L(vy,...vg) = 0.

Si dim E = n, 'application qui & n vecteurs de E associe leur déterminant relativement a une base
donnée appartient a A" E*. C’est I'exemple de base & avoir en téte. On peut le decliner pour produire
des éléments de /\k E* avec 1 < k < n. Pour cela, on se donne une projection p sur un sous-espace
vectoriel F' de F de dimension k et une base Br de F'. L’application :

(vla e 7vk) — det BF(p(U1)7 e ap(vk))7

appartient bien a /\’C E*. En généralisant tres légerement cette construction on a :

Proposition 4.1.2 Soit (Ly,...,Ly) € (E*)k. L’application notée L1 A --- A Ly, et définie par

LiNn--- A Lk(vl, - ’Uk) = Z 6(0’)[/1(1}0(1)) .. Lk(vg(k)) = det((Li(’Uj))i,j),

ceS

01‘?€ & désigne de groupe symétrique de degré k, est une forme k-linéaire alternée ie un élément de
N E*.
De plus, cette forme est nulle si et seulement la famille {L1,..., Ly} est liée et pour tout o € &,
on a
La(l) A "'/\La(k) =e(o)Ly A+ A L.

Preuve On déduit directement des propriétés du déterminant que L1 A--- A Ly est k-linéaire et alterné.
Si les L; sont liés, alors quels que soient les v;, les vecteurs colonnes de la matrice (L;(v;);; sont
liés. Réciproquement si elles forment une famille libre on peut trouver des vecteurs vy, ..., vx) tels que
Li(vj) =0; i.e. 1 sii=j et 0 sinon (on complete la famille en une base de R™* dont on prend la base
duale). On a alors Ly A -+ A Lg(vy,...,v) =1#0.

1. la signature est 'unique morphisme de groupe non trivial allant du groupe des permutations dans {—1,1}

45
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Appliquer une permutation o aux lignes d’une matrice multiplie son déterminant par (o). Par

conséquent, quelque soient Vi, ..., vx, det(Lq()(vs)i;) = (o) det(Li(vj)s;). Ce qui montre le dernier
point.

Exemples 4.1.3 Soient (eq,...,e,) une base de E de base duale (ef,...,ef), 1 <iy3 < - <ix <net
I1<jii<--<jr<n.Onaej A---Nej (ej,,...,e5) = 1siet seulement si (i1,...,7) = (j1,-.-jx) et
ef, N Nej (€5, e5) =0 sinon.

Ainsi la famille {ef A---Aef |1 <ip <--- <ip <nj} est libre.
Théoréme 4.1.4 Si L € \"E* et si (e1,...,e,) est une base de E de base duale (¢}, ..., ¢%) alors

L= Z L(esy, ... e )e;, N---Nej .

1<i; < <ip<n

Preuve On note v; =Y ., vje;. Comme L est multilinéaire on a

L(vy,...,u5) = Z vt L(esy e,
Ty ylk

(autrement dit L =3, Lieiy,. .. e )ef, @---®ef ).

yeeeslk

Si les 41, ...,4 ne sont pas tous distincts alors L(e;,,...,e; ) = 0. S’ils sont tous distincts il existe
une unique permutation o telle que ip(1) < -+ <igx). De plus L(e;,, ..., e;,) = €(U)L(€z’c,(1) e eic,(k))-
D’ou

L(vi,...oon) = Y Llei,.e) Y el o™

1< <ip oSy
= Z L(eiys ..., ei,) Z s(o)v?(l) . .vi"'(k)
1< <ig oceGy
= Z L(ei,,...,ei) Z e(o)e;, (Vo)) - - - €5, (Vo))
i< <ip cESy,
= Z L(eil,...,eik)e;/\---/\e;‘k(vl,...,vk).
i< <ig

Corollaire 4.1.5 Si k > n l’espace vectoriel /\]C E* est réduit a 0. Si 1 <k <n la famille {ef N--- A

e; |1 <idy <--- <ip <n} est une base de A E* et dim (\" E*) = (Z)

Preuve : Si k > n il n’existe pas de suites 1 < i; < --- < i < n. Le théoréme 4.1.4 nous dit que cette

famille engendre /\k E*. On a vu a 'exemple 4.1.3 qu’elle est libre. Enfin son cardinal est (Z) |

Pour alléger les notations, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité on notera i le multi-indice 41, ..., k.
2 g - * * k * * 4 *
Définition 4.1.6 Soient L =73, L; e; A---Nej, € \"E* et T = ZlTl e;, N Nej, € N E.
Le produit extérieur de L et de T est la k + £ forme alternée notée L AT et définie par

LAT =Y LTj €}, N---Nef, Aej, A Ae,.

ij

L’opération ainsi définie est clairement bilinéaire et associative. Il est plus délicat de montrer qu’elle ne
dépend pas du choix d’une base (c’est le point faible de notre approche). Pour ce faire, on peut montrer
que :

LA T(’Ul, e ,’Uk-_,_g) = Z E(U)L(Ug(l), e vd(k))T(UU(k-‘rl)? L. 7UU(k+l))a
ocly

ou I', ; est le groupe des permutations de {1,...,k + 1} telles que
o)< ---<o(k), e ok+l)<---<o(k+1)

(on peut penser a un mélange de cartes < américain »). Le cas £ = 1 est 'objet de l'exercice suivant :
(on admettra le cas £ > 1) :
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Exercice 2 SiT € E*et L € /\k E*, | montrer que

k+1
LAT(vr,. . o) = > (=1 L0y, 6, 0k T (02).

i=1
La notation 0; indiquant que le terme v; est absent !
Remarquons aussi qu’on a deux définitions du produit alterné de m formes linéaires, celle donnée ci-
dessus et celle donnée par la proposition 4.1.2. L’exercice 2 permet aussi de montrer par recurrence que

ces deux définitions sont bien les mémes (en utilisant la formule du developpement d’un determinant
par rapport & une ligne ou une colone). En résumé, on a donc :

Proposition 4.1.7 Le produit extérieur de deux formes multilinéaires alternées L et T ne dépend pas
du choiz d’une base. Il est bilinéaire, associatif et vérifie L AT = (—1)¥T A L pour tout L € \* E* et
T e\ E*.

4.2 Formes différentielles

Définition 4.2.1 Une forme différentielle de degré k (ou k-forme différentielle) lisse sur un ouwvert U

d’un espace vectoriel E (de dimension finie) est une application lisse de U dans /\k E*.
L’espace vectoriel des formes de degré k sur U est noté QF(U).

Un élément de Q°(U) est une fonction lisse de U dans R. La différentielle d'une fonction lisse f de U
dans R appartient & Q(U), on la notera df.
Si (e1,...,en) est une base de E et a € QF(U), pour tout x € U, il existe des réels a;, s, (x) tels que :
Oy = Z iy (T)er, Ao Aej
1<ip < <ip<n

reme

Comme e} est la différentielle de I’application coordonnée z — z* on écrit

= > (@)t A A da

1<ip < <ig<n

Les fonctions o, ... ;, sont obtenues en composant a avec des applications coordonnées et sont donc
lisses. La différentielle d’une application lisse f : U — R, notée df, s’écrit

df = Zaxidx.
i=1

La définition du produit extérieur s’étend aux formes différentielles. Si a € Q¥(U) et B € Q!(U), on
pose (a A )y = (agz A By). On peut vérifier que les fonctions (a A 5);; .. sont lisses.

k4l
Définition 4.2.2 Soit U et V' des ouverts d’espaces vectoriels et f une application lisse de U dans V.

L’image réciproque par f de a € QF(V), notée f*a, est la forme sur U définie par

(ffa)z(vi,. ..y 08) = apa)(Df(z)v1,. .., Df(x).08).

On note y',...,y™ les coordonnées sur V et (f!,...,f™) les composantes de f. On remarque que
Ay (Df (2)-0) = (A1) (v). Ainsi st @y = Yici iy o Qv W)Y A+ A dy™, alors (fa), =
D i<iyccip<m Qir,in (F(@))(df*Y A+ - Adf** ). Tl ne reste plus qu’a développer grace a la multilinéarité
du produit extérieur.

Exemples 4.2.3 Prenons U =R, V =R% et f(t) = e'. Alors f*(dz/x) = ﬁdf(t) =dt.

SiU=V =R%et f(u,v) = (ucosv,usinv), on a

f*(da' A da?) = (cosvdu — usin vdv) A (sin vdu + u cos vdv) = udu A dv.

Plus généralement (exercice) si U et V sont des ouverts de méme dimension n

fr(dat A Ada™) = (det Df(x))(dz A--- A da™).
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Proposition 4.2.4 Soit f: U — V une application lisse.

1) Pour tout a et 3 dans QF(V), on a

[Hla+B)=fa+ 7B
2) Pour tout a € QF(V) et B € QUV), on a
frlanp) = (fra) N(f7B).
3) Soient g: V — W est une autre application lisse et o € QF(W). Alors,
(go f)ra=[f"(g"a).

Preuve : 1) en exercice, 2) admis, prouvons 3)

((gofa)a(vrs...;v) = agop@)(D(go f)(x)v1,...,D(go f)(x).vk)
Agof(z)(Dg(f(@))-Df(x).v1,..., Dg(f(x)).-Df(x).vk)
(9" ) pa) (D f(x).v1,. .., Df(x).v)

= (f"(g"a))z(vr,...;v8) O

4.3 Différentielle extérieure

On note Q(U) la somme directe des Q*(U), ie on pose QU) = @} _, ¥ (U). La différentielle permet
d’associer une 1 forme & une 0 forme (ie une fonction). On étend ceci aux k formes différentielles.

Théoreme 4.3.1 Soit U un ouvert d’un espace vectoriel E. Il existe une application linéaire d :
QU) — QU) et une seule ayant les propriétés suivantes :
i) sia € QF(U) alors da € QFHL(U).
ii) la restriction de d a Q°(U) est la différentielle des fonctions.
iii) si a € QF(U), alors d(a A B) = da A B+ (=1)ka A dB.
iv) dod=0.

Preuve : Montrons d’abord 'unicité. Si dod = 0 on a d(dz®) = 0. En utilisant iii) on a donc d(dz®* A
-+ Ada') = 0 pour tout i1, ...,i, € {1,...,n}. On en déduit que

d(f dz™ Adx®™) = df Adx™ A--- A da'

Si o € QF(U) s'éerit
“= Z iy i AT A A daE

1<ip < <ip<m

en utilisant la linéarité de d on a forcément

da = Z dagy . ip Nz A A da' (*)

1<ip<--<ipx<m

Il faut voir maintenant que cette formule convient. . .
L’expression (%) est bien linéaire, elle vérifie clairement i) et ii). Pour prouver iii), il suffit de considérer
le cas ou
a=fdz" A---ANda™ et B=gdxit Ao Ada.

Alors
dlanNB) = d(fg) Adz™ A--- Adx® NdxIt A--- A da?
= (fdg+gdf) Ndz™ A--- Ndx® Adz?t A - A dat
danNB = gdf Ndz™ A--- Ndx™ Ndxdt A--- A dah
anNdB = fdz" A---Ada Adg AdaT A - A dat

= (=1D)*fdgAdx A ANda™ Ada? A A dat
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Voyons que d o d = 0. Commencons par les fonctions. On a df = ZZ 1 g a{ dz®. D’aprés (x), on a donc

n n o af ; f ; 62f 82f ) ;
W) = 2 | X s (¥ | N Z po 1 N =2 (&Tjaxi " Puiggr ) @A =0,
i=1 \j=1 1<j

d’aprés le théoreme de Schwarz.
Toujours d’aprés (x), d(dz®) = 0 pour tout i € {1,...,n}. Donc pour toute k forme o

d(da) = > d(dai,. i) Adat A Ada™t =0,
1<i1 < <ip<m
Ce qui termine la preuve du théoreme.
Exemples 4.3.2 Si U est un ouvert de R? et si o = Pdx + Bdy + Cdz, alors

0B 0A oCc 0B 0A 0C

Si B = P(dy A dz) + Q(dz A dz) + R(dx A dy),

oP 0 OR
= —+—Q+— da A dy A dz
Oy 0z
Définition 4.3.3 L’opérateur ainsi défini s’appelle la différentielle extérieure.
Si da =0 on dit que « est fermée. S’il existe B telle que d8 = . On dit que « est exacte.

On peut donc exprimer la proposition dod = 0 par une forme exacte est fermée. Attention, la réciproque
est fausse. Comme on le verra plus tard la 1 forme sur R?\ {0} donnée par ”dﬁ _f‘jy est fermée mais non
exacte.

Proposition 4.3.4 La différentielle extérieure et l’image réciproque commutent, c’est-a-dire si U et
V' sont des ouverts d’espaces vectoriels et si ¢ est une application lisse de U dans V', alors pour tout
acQV), ona

¢*(da) = d(¢*a)

Preuve : Commencons par les 0 formes, ie les fonctions. Dans ce cas la formule devient
d(f o) = " df,

ou l'on reconnait le théoreme de dérivation composée.
Par linéarité il suffit de montrer le résultat pour les formes qui s’écrivent f dz®* A --- A dz®. On a
vu que
pra = (fop)dpi N Ndpi,

ol les ¢; sont les composantes de . On a donc

d(e*a) = d(fop)Ndpiy N+ Ny,
= (*df) A@*(dx™ A - Ada'™)
¢"(da) O

On peut donc dire que I'image réciproque d’une forme fermée (resp. exacte) est une forme fermée (resp.
exacte).

4.4 Le lemme de Poincaré.

Définition 4.4.1 Un ouvert U C R" est dit étoilé s’il existe a € U tel que pour tout x € U le segment
[a, ] est contenu dans U.

On peut maintenant formuler le Lemme de Poincaré.

Théoréeme 4.4.2 (Lemme de Poincaré) Si U C R” est un ouvert étoilé, toute forme fermée sur U
est exacte.
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Preuve : Pour alléger les notations on suppose que U est étoilé par rapport a l'origine. Montrons ce
résultat pour les 1 formes. Soit = > | adx’ vérifiant dow = 0. Soit f la fonction définie sur U par

n 1
= le/ oy (tz)dt
i=1 0

Remarquons que ceci a un sens car pour tout x € U le segment [0, 2] C U.
Calculons sa différentielle
n

df(x) = Z(/O ai(tz) dt) d' +Z Z( 1 ao‘l )dt) da? (4.1)

i=1

- i(/o ajtmdt—&-Z/t )dxj (4.2)
_ i </0 Oéj(tx)dt—FZ:/o t:vi?aj(tfv)dt> dz’ (4.3)
= z:: (/01 aj(ta)dt + /01 t ia(tm)dt) dx? (4.4)

= Zajdxj =« (4.5)
=1

Le passage de la ligne 2) a la ligne 3) se fait en utilisant da = 0 celui de la ligne 4) & la ligne 5) en
intégrant par parties.

Pour une forme de degré quelconque, on peut aussi produire une primitive par intégration. Si a €
QFL(U), on définit une k forme () par

k+1

1 — .
Io)= 3 > (-1 (/ thai,,... zk+1(tx)dt) 2 dz A Adzii A A date

i1 <<l J=1
ou

1
I(a)x(vh...,vk):/ tkatx(x,vl,...,vk)dt
0

On peut montrer que pour toute forme différentielle o, on a d(I(«)) + I(da) = «. Lorsque da = 0 on
a le résultat voulu (I(0) = 0). On pourra consulter le livre de M. Spivak : Calculus on manifolds p.94
pour la preuve et le livre de J. Lafontaine introduction auzx variétés différentielles pour une explication
de comment on en arrive a une telle formule. [J

Corollaire 4.4.3 Soit U un ouvert de R" et o € Q¥(U). Si U est difféomorphe ¢ R™ et si da = 0 alors
« est exacte.

Preuve : Soit f : R™ — U un difféomorphisme. La proposition 4.3.4 nous dit que f*« est fermée.
D’apres le lemme de Poincaré, il existe 8 € Q! telle que dB = f*«. En utilisant 4.2.4 et & nouveau
434 et ,o0na

d(fB) = fTaE = S e =
Ce qui montre que « est exacte.[d
Si on peut montrer qu'il existe une 1-forme fermée non-exacte sur R? \ {0}, on a donc

Corollaire 4.4.4 R?\ {0} n'est pas difféomorphe a R?.

4.5 1-formes fermées et intégrales.
Définition 4.5.1 Soient U un ouvert de R, a € QY (U), v : [a,b] — U continue et a =t; <ty < -+ <

tr = b tels que la restriction de vy a chaque intervalle [t;, t;+1] est de classe C (on dit alors que v est
de classe Ct par morceauz). On définit alors l’intégrale de o le long de v comme

/a —Z/m Q—Z/M%(t i(t)dt,

ot y; désigne la restriction de v 4 [t;,t; + 1].
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Il est facile de vérifier que si on effectue un changement de paramétrage croissant (C1) sur v I'intégrale
ne change pas mais qu’elle est transformée en son opposé si celui-ci est décroissant. En effet

tig1 ©~ (tit1)
.Z QM@»W%ﬂﬁ=:/?“” Ayop(t Y ((1)) ¢ (t)dt.
i ¥ i

Si « est exacte, c’est-a-dire s’il existe f : U — R lisse telle que df = a alors cette intégrale ne dépend
que des extrémités de v :

b b
l/#:/ ﬂ%m¢®ﬁ:/(ﬂwﬂ@ﬁ:ﬂﬂwkiww»

A#:a

On a donc un moyen de tester si une forme est exacte. Essayons le. Soit U = R?\ {0} et a =
Prenons 7 : [0,27] — U défini par v(t) = (cost,sint). On a

En particulier si y(a) = v(b) alors

zdy—ydx
2 +y2

27
/a = /0 (cost)(cost) — (sint)(—sint)dt = 2w # 0

Ainsi a n’est pas fermée, ce qui prouve 4.4.4. Il existe une réciproque :

Proposition 4.5.2 Soit U un ouvert de R™ connexe par arcs et a« € QY (U). La forme « est ezacte si
et seulement si pour tout lacet v de classe C' par morceaux f,y a=0

Preuve : On se donne un point o € U. Pour tout = € U, il existe un chemin C' par morceaux v qui
relie g a x. Si l'intégrale sur tout lacet est nulle alors f,y a ne dépend pas du choix de 7y (& vérifier).
Ainsi, la fonction f définie par f(z) = f,y « est bien définie.

On considere le chemin ~; défini sur un voisinage de 0 par ¢ — = + te;. On désigne par v + ; le
chemin C! par morceaux obtenu en mettant bout & bout les chemins 7 et ;. On a des lors

af
ox;

(1) = lm(f(o+ter) — f(2)

.1 1
= lim — a— [ o) =lim - «
t—=0t s 5 t—0 t -

1 t
= lim - | «;(x+ te;)dt = a;(x).
t—=01t Jy
O
Cette récriproque semble impossible & mettre en oeuvre, on ne peut pas intégrer sur tous les lacets
de U. En fait, il suffit d’en choisir correctement un certain nombre. . .Par exemple :

Proposition 4.5.3 Soit C : [0,27] — R2\ {0} donné par C(t) = (cost,sint). Si a € Q1 (R?\ {0})
vérifie da =0 et fc a =0, alors a est exacte.

Preuve : Soit U (resp. U~) égal a R? privé de la demi-droite d’équation x = 0 et y > 0 (resp. x = 0
et y < 0). D’aprés le lemme de Poincaré, il existe f* : U* — R telles que df* = O

Sur un ouvert connexe deux primitives d’une 1-forme différent d’une constante (ce n’est plus vrai
pour les k-formes si k > 1).

OnaUrNU- = {(z,y) € R?*|z # 0} qui n’est pas connexe. Ses composantes connexes sont
{(z,y) |x > 0} et {(z,y) |z < 0}. Sur chacun de ces ouverts connexes, on a donc deux primitives d’une
méme forme.

Ainsi il existe ¢, € R (resp. c_) telle que fT(z,y) = f~(x,y) + ¢y (vesp fT(z,y) = [~ (z,y) +c_)
si z > 0 (resp. si < 0). Quitte & remplacer f~ par f~ + c¢_ on peut supposer c_ = 0. Dés lors « est
exacte si et seulement si c; = 0.

Remarquons que la restriction de C' & [0, 7] (resp. [m,27]) arrive dans U_ (resp. UT). Ainsi

T 2m
Oz/a = / a(C(t) dt—|—/ o C'(t)dt
C 0

HHCWNTT = F7(=1,0) = f7(1,0) + f7(1,0) = f7(~1,0) = ¢

|
=
2
\_/
=
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Exercice 3 Déduire de 4.5.3 que si « est une 1 forme fermée sur R? \ {0} alors il existe un réel k et

une fonction f tels que a = k% +df

Comme on peut le préssentir a la lecture de la preuve, la proposition 4.5.3 est un cas particulier d’un
résultat plus général.

4.6 Intégration sur les cubes singuliers

On notera I I'intervalle [0, 1] et donc I* de cube [0, 1]F C R¥.
Définition 4.6.1 Un cube singulier de dimension k de R™ est une application lisse? ¢ de I* dans R".

Soient U un ouvert de R contenant I* et w € QF(RF). 1l existe une fonction f telle que w = fdx' A
-+ Adz*.0n pose alors

/ w= [ flx)dz'... dz".
Ik Ik

Soit ¢ est un cube singulier de dimension k et soit U est un ouvert de E contenant ¢(I¥). On définit
I'intégrale de w € QF(U) sur ¢ par
/ w= / cfw.
c I*

Sik=0onac:{0} = E,w est une fonction et [ w = w(c(0)).

Définition 4.6.2 Une chaine singuliére C' est une liste de cubes singuliers {c1,...,cq} de méme di-
mension chacun ayant un poids a; € R. Au lieu d’écrire C = {(¢;,a;),i =1,...,d}, on écrit une somme
formelle C' = Z?:l a;c;.

L'integrale de w sur C = Y% a;¢; est définie par

d d
/wzg ai/w:E al-/ ciw.
c i=1 ci i=1 I*

7

Le cube I* a 2k faces qui sont isomorphes & des cubes I¥~1 (il y a 2 points aux extrémités d’un segment,
un carré a 4 cdtés, un cube 6 faces). Ces faces sont les images des 2k cubes singuliers suivants :

k. k—1 k
I : P k
1 -1 1 i—1 i+1 -1
(zt, ...,z = (2t 202 L aR T
ko k—1 k
I I ST
1 k—1 1 i—1 i+1 k—1
(zt, ...,z = (2t at aR

ou 1 <4 < k. On attribue au cube singulier I(’“i ) le poids (—1)"*®. Lorsque k = 3, la raison d’un tel
choix est donnée par 'exercice suivant (une explication similaire existe pour tout k).

Exercice 4 Montrer le poids associé a [, ? ) est égal a 1 si et seulement si ’application de Gauss de

) [N
Ié,a) est sortante.
Définition 4.6.3 Le bord du cube I* est la chaine singuliére

k 1

or* =3 "3 (—1)FeIE .

i=1 a=0
Le bord d’un cube singulier ¢ : I* — E est la chaine

k 1

de=Y "> (=1)**(coIf ).

i=1 a=0
Le bord d’une chaine singuliere C =" a;c; est la chaine singuliére

0C =" a;0(c;).

2. ¢ est en fait la restriction & I* d’une fonction lisse définie sur un voisiage de I*
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On a maintenant tous les éléments pour enoncer le théoreme de Stockes :

Théoréme 4.6.4 Siw € QF"1(U) et C est une k-chaine de U alors

/dwz/ w.
c a(0)

Lorsque k = 1 et C' = ¢ un cube singulier de dimension 1 (ie un arc paramétré lisse) ce théoreme dit
que [ df = f(c(1)) — f(c(0)). On retrouve la formule vue précédemment et le ”théoréme fondamental
de I'analyse”.

—

Preuve On commence par considérer le cas ot C = I* et w = f dz' A ...dx? A --- A dz¥ pour un
certain 1.

On remarque que Ié“j’a)*w =0sii# jetque I(kjwa)*w = fx',...,a,... 2" Ddxt Ao AdaFL s
i = j. Par aileurs, comme le segment [0, 1] est de longueur 1,

/ flzt,. . a2 Ddat L dah Tt = flzt .. . a,...2%dt . da®
Jk—1 Ik

Ainsi
1 .
I(kj,a)*w = Z(fl)”a " flzt,. . a,. .. 2b) dat .. da®

a=0

[ =Xy

j=1a=0 Ik=1

Comme dw = (—1) 1 2Ldz! A A2, on a

ox?
. 8f
dw = (—1)"1 _dz' ... da".
/Ik w=(=1) I O0xt * “

Comme
1 af
ozt

en appliquant le théoréme de Fubini (en intégrant tout d’abord par rapport & %) on obtient

de' = f(z*,...,1,...2%) — f(zt,...,0,...25),

1

do=> (-1 [

a=0 Ik

(.., a,...zF) dxl...dxk:/ w.

Ik oIk

Le cas ot w est une (k — 1) forme quelconque s’en déduit facilement. On suppose maintenant que C' est
un cube singulier ¢ de dimension k de E. On déduit facilement de la définition de 'intégrale d’une forme

sur une chaine singuliere que
/ w= / cw.
dc ork

Jao= [ = [ aea = [ co= [ w

Ce qui montre le théoreme de Stockes pour les cubes. On en déduit le cas ot C' est une k-chaine > a;c; :

dw = i | dw= i = .0
/Cw zi:a/qw zi:a/&lw /acw

On a montré au pragraphe précédent qu’'une forme fermée n’était pas exacte en I'intégrant sur le cercle
unité qui est un certain cube singulier de dimension 1. Grace au théoreme de Stockes on peut faire de
méme pour des formes de degré supérieur :

On a donc

Exercice 5 Soit ¢ : I2 — R3 \ {0} le cube singulier défini par
c(u,v) = (cos(2mu) sin(27v), sin(27w) cos(27v), sin(27v).
1) Montrer que [, « = 0 pour tout a € Q'(R? \ {0}).
2) Soit w = 2)3/2(9cdy/\clz—ydav/\dz—I—zdat:/\dy).

1
(2 4y2%+2z
/w # 0.

Montrer que w est fermée et que
En déduire que 3 n’est pas exacte et que R3 \ {0} n’est pas difféomorphe & R3.



